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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

VYPOCET NEKTERYCH INTEGRALU
OBSAHUJICICH HERMITEOVY POLYNOMY

Emit NAVRATIL, IvAN ULEHLA

(Doslo dne 10. ledna 1963.)

V praci jsou vypoclteny integraly Jab,e = jf;‘; e"‘zHa(x) Hy(x) H(x) dx
a I(n’m = j’jjﬁ 0*3"‘2’“H"(\/2_x) Hm[\/i(x + )1 dx. Hodnoty téchto inte-

grall Ize pouZzit k vypoltu vazbové energie atomového jadra.

I. UVOD

K vypoctu vazbové energic atomového jadra je tieba fesit integralni rovnici EDEN-
GoLpsToNEovu [1]. K tomu potfebujeme predeviim znét jeji jadro, které obsahuje
integraly J,, .= [T2 e ¥ H,(x) Hy(x) H(x)dx a K,, = [f2e 3 H,,(\/Ex) .
. Hm[\/i(x + /3)] dx, kde a, b, ¢, m, n jsou celd nezaporna &isla.

IL. VYPOCET INTEGRALU J, , .

Pro Hermiteovy polynomy plati vztahy
M o (¥) = 26 H,(0) = 20 H,y() (n 2 1),
2) dH,(x)/dx = 2n H,_,(x) (nz1).
Pouzitim vztahu (1) dostaneme

Jabe = [T22xe™ H,_(x) Hy(x) H(x)dx — 2(a — 1) Jy_s .
(@22 020, c=0).

Integraci per partes a uZitim vztahu (2) v prvém integralu dostavame rekurentni
vztah

(3) Ja,b,c = 2b Ja—l,b—l,c + 2C Ja—l,b,c—l >
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platny pro a 2 1, b > 1, ¢ 2 1. Opakovanym pouZitim rekurentniho vztahu (3)
dostaneme pro libovolné celé nezdporné p < min (a, b, c)

— op P b! c!
4 Jape = k};( >(b 7+ 0! (c — k) Ja pb—prkc—k

Dikaz provedeme matematickou indukci.
1. Pro p = 1 vztah plati podle (3).
2. Predpokladejme jeho platnost pro n&jaké p < min (a, b, ¢) — 1

b! c!
Jabc—2p+l Z( > Ja- p—l,b—p+k—1,c—k+

(b—p+k— 1) (c— k)

p+1 Z b' C! _
a p—1,b—pt+k,c—k—1 —

k) (b—p+ k! (c—k— 1)

b! c!
= 2P+1 S Ja__ ~ . L Ja_ . . N
{(b__p__ 1)! p—1,b—p—1, (C-——p——- 1)' p—1,b,c—p—1
14
+ + PR O
k;Kk) <k - 1):\ (b—p—1+K)!(c—ky “rirmrire "}
p+1
+1 b! c!
— 2p+1 p Jﬂ_ ) o .
’;)( k >(b—p—1+k)! (c — k) “oTrT TRk

¢imzZ jsme obdrZeli platnost pro p + 1. Necht a = min (a, b, ¢). Potom pro p = a
vztah (4) dava

" b! c!
(5) abc = Z, < > JO,b—a+k,c—k

(b—a+ k) (c -k

Pro integral Jo,, plati znamy vztah [2], [*% e H,(x) Hy(x) dx = \/n2a! 8,
takZe

Job-atke—t = Op—atpe—i- 20742 Jn J(b —a + k) (c — k)!.
Aby integral J, , . byl riizny od nuly, musi byt splnéno

(6) kia—%—c-—b 0 a+c—0>b
2 ’ 2

IIA
A

a,

priCemz musi byt k Cislo celé. Musi byt tudiZ pfedev§im a + b + ¢ Cislo sudé, coZ
ostatné plyne téz trivialné pfimo z faktu, je-li a + b + ¢ Cislo liché, je integral
Jop.c integralem z liché funkce pies interval (—oo, 4+00), a proto je roven nule.
Je-li a + b + ¢ &islo sudé, pak podminka (6) je ekvivalentni se soustavou nerovnosti

a+c=2b, a+b=c,
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kterd je dale ekvivalentni se soustavou trojuhelnikovych nerovnosti (v ptipadé
a = min (a, b, ¢))

(7) a+bzc¢c, a+cz2b, b+cza,

jejichz platnost spolu s podminkou a + b + ¢ je sudé je nutna a postacujici pro
nenulovost integralu J, , . pro ptipad a = min (a, b, ¢). Hledany integral je potom
roven

a'b!c!

[Xa +b— ) [Ab +c— )] [Mc+a— b

Neni-li @ = min (a, b, ¢), pak vzhledem k symetrii integralu J,, . a soustavy (7)
ve vsech tfech indexech zhstava (7) spolu s pozadavkem, Ze a + b + ¢ je sudé,
nutnou a postacujici podminkou nenulovosti integralu J,, ., ktery je pak dan opét
vztahem (8).

(8) Ja,b,czz(ﬂb”)/z\/?;

ITI. VYPOCET INTEGRALU X, ,

Zabyvejme se napied integralem K, ,. Po vypocCtu integrilu K, , pro nékolik
nejnizsich hodnot m lze uhodnout jeho obecné vyjadieni

= [T o LY g
(9) KO,m /V/3e ( \/3> Hm (\\/8 \/6[)))'

Dukaz tplnou indukci.

. m=0: Ky = A/—;E e*’112 ; vztah (9) plati pro m = 0.

+ o0 N
2.m=1:K,, =f e 37w o[ /2x + )] dx =

-0

_ d _
22\/2 (=1 %9"‘2\/2/3)’0,0 =
o

- (e )

Vzorec plati tedy i pro m = 1.

3. Pfredpokladame, Ze vztah (9) plati pro Ky ,,—; ¢ pro Ky, (m = I). Mame do-
kazat jeho platnost i pro Ky ,,+1-

+o0 _
KO,m+1 :f (’_3xz—ax H"1+1[\/2(x + ﬂ):l dx =

- 0
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= f "o [ + ) HLW2x + BT — 2m Hye [/2x + P} dx =

= -2 /2 ~Kom + 2/2B Kom = 2m K ey =

T ).

kde bylo pouzito vztahu (2) jakoZ i rekurentniho vztahu (1) pro Hermiteovy poly-
nomy. Tim je dokazana platnost vztahu (9) pro libovolné celé nezaporné m.
Nyni odvodime rekurentni vztah pro integral K, ,, vzhledem k indexu n.

(10) Kn+1,m = Jv we—3x2—a.\' er-!-l(\/EX) Hm[\/j(x + ﬁ)] dx =

—

= f +we-w-w[z V2x H(/2x) = 2n H,_ (/2%)] Hu[/2(x + B)] dx =

= —2\/55%1@ —2nK, 1, (n2=1).
o

Pouzitim tohoto rekurentniho vztahu mtZeme vypocitat hodnoty K, ,, pro nékolik
nejnizsich hodnot n (pfi libovolném m). Odtud miZeme usoudit na obecné vyjadreni
K, . ve tvaru

(1 - m+n min(m,n n\ /m « 3
e 2 R )

Diikaz vztahu (11) Gplnou indukci:

T 1\"
1.n=0:K,, = [_e?|[ - — 6 Vztah plati pro n = 0.
0, \/3 \/3 \/6 \/ B |- p

d
2. n=1: Kl,m=—2\/§%ﬂ'=
o

- /g 12 (_ \/%)’"H kglokz 4k (i)(':) H,_, <\—;%) Hpos <\~% - ﬁﬂ) :

kde bylo opét pouZito vyjadieni (2) pro H)(x) jakoZ i rekurentniho vztahu (1). Vztah
(11) plati tedy i pro n = 1 pii libovolném m.

3. Pfedpokladejme, Ze vztah (11) plati pro K, ., kde p = 0, 1, 2, ..., n; g libovolné
nezaporné celé. Mame dokazat, ze vztah (11) plati pak i pro K, 41 m» pfifemz m je
libovolné celé nezaporné. Tim bude vztah (11) pIné dokazan pro libovolna cela
nezdporna n, m.
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K vypottu K, 41, Podle rekurentniho vzorce (10) je zapotfebi predeviim vypoci-
tat dK, »/da. Plati

dK

__nm _ K"‘m +
da

*
6
;[- , 1 \™m+n min(m,n) n o _
+ ﬂea/u(_ ) k!. 4* ~H,_ H,_ | —— 6>+
\/3 J3 Z, J6 k\/6 V6 Jof
+ T_I_e"l2/12<- 1 )’"*‘n.mm(m n)k‘ y n
3 \/3 k=0 k

k)«
= k 6p).
(o)) e (e ve)
Vyuzijeme-li vztahu

(’D ., (j—g) = (n « 1) o (%6)

jakoZ i platnosti pravé uvedeného indukéniho predpokladu, dostaneme

K,m— 1\/511 Ky_ym— l\/i mK, ..
3 3 ’
Odtud spolu s rekurentnim vztahem (10) plyne platnost vztahu

n+1m:—2\/2 ___an 4K

\/ 3 n—l,m 3™n,m—1>

pokud ovsem je splnén indukéni pfedpoklad. Dostavame tak

e ) e )
(k)( ) <J6> " k(yg—%ﬁ)
T )

+f;n;“‘“(fm ’ <k>< ) - (}6) H, "(J /6ﬁ>}
)

Vzhledem k tomu, 7Ze ( = 0 pro k, n pfirozena k = n, miZeme ve vsech tfech

min(m,n)

2 k! . 4%

min(m, n——l)

—2n

soudtech s&itat az do min (n + 1, m). PouZijeme-li vztahu
n—1 n
n =(n—k
() en ()
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jakoZ i rekurentniho vztahu pro Hermiteovy polynomy (1), obdrzime

TR )
o) i o)

Posuneme-li ve druhém séitanci séitaci index o jedni¢ku, dostaneme po uUpravé

vyrazu
el )ET) =+ G0

hledané vyjadieni
Kn+1,m = EeaZ/IZ - ‘—l: e .
3 V3

min(n ¥ 1,m) m\ /n + 1 o o —
: Kl . 4k Hyoo o[-V H, (2= — J6B).
2 <k>( k > <J6> <J6 \/ﬁ>

Tim je platnost vzorce (11) dokéazana.
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Pe3romMme

BBIYUCIIEHUE HEKOTOPBIX UHTEI'PAJIOB,
COJEPXAIINX ITOJIMHOMBI SPMUTA

DMUJT HABPATUJI, UBAH VJIETJIA (Emil Navritil, Ivan Ulehla)

B pa6ote pematotcst muterpanbt J,, . = [1% e H(x) Hy(x) H(x) dxu K, ,, =
= [tz e 3 = g (/2x) H,[/2(x + )] dx. Toxasano, uto

a! b! ¢!
[a+ b= [0+ c—a)] [3(c +a—Db)] ’

Ja,b,c = Jla+b+o)/2 \/n
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eciii a + b + ¢ 4yeTHO M uuCHIA a, b, C YHOOBJIETBOPAIOT TPEM BO3MOXHBIM
HEPABCHCTBAM TPEYroJIbHUKA U Ja,b,(:: 0 B OoCTaJIbHBIX cIiyvasx. ,[[ance,

ST TR G
Kn,m /\/3 < \/3) N ,(2;,0 . k FIn k \/6 I.Im k \/ \/ B

3HAYCHUST 3TUX WHTErPasioB HAJOOHBI JJIs1 BBIYMCIICHUS] DHEPTHU CBSI3H ATOMHOTO
spa.

Summary

THE COMPUTATION OF SOME INTEGRALS CONTAINING
HERMITE POLYNOMIALS

EmiL NAVRATIL, IvAN ULEHLA

In the paper, the integrals J,, .= [*2 e™ H,(x) Hy(x) H(x)dx and K,, =
= [fo e 3 g (/2x) H,[/2(x + B)]dx are computed. It is shown that

J

ab,c

— 2(a+l)+c)/? \/ a! b! ¢!
[Xa + b — O [Ab + ¢ — )]l [2c + a — b)]!

if a + b + ¢ is even and the numbers a, b, ¢ satisfy the three possible triangle
inequalities and J, , . = 0 otherwise. Further,

o [ () TE R e Gi9)

The values of these integrals may be used for computing the binding energy of the
atomic nucleus.
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