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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 5 

VYPOČET N Ě K T E R Ý C H I N T E G R Á L U 
OBSAHUJÍCÍCH H E R M I T E O V Y P O L Y N O M Y 

EMIL NAVRÁTIL, IVAN ULEHLA 

(Došlo dne 10. ledna 1963.) 

V práci jsou vypočteny integrály Ja,h,c = J í * e~x2Ha(x) Hb(x) Hc(x) dx 
a K„,m = J í £ e-3x2-axHnQlx) HmQl(x + 0)] dx. Hodnoty těchto inte­
grálů lze použít k výpočtu vazbové energie atomového jádra. 

I. ÚVOD 

K výpočtu vazbové energie atomového jádra je třeba řešit integrální rovnici EDEN-
GOLDSTONEOVU [1]. K tomu potřebujeme především znát její jádro, které obsahuje 
integrály Ja^c = f í ^ e'*2 Ha(x) Hb(x) Hc(x) dx a Kn,m = j±% e~3x2~"x Hn(J~2x). 
- Hm[yJ2(x + /?)] dx, kde a, b, c, m, n jsou celá nezáporná čísla. 

II. VÝPOČET I N T E G R Á L U Jabc 

Pro Hermiteovy polynomy platí vztahy 

(1) H„+1(x) = 2x Hn(x) - 2n H^^x) (n ̂  1) , 

(2) dHn(x)/dx = 2n Hn^(x) (n = 1). 

Použitím vztahu (1) dostaneme 

Ja,b,c = | ^ 2xe~x2 Ha^(x) Hb(x) Hc(x) dx - 2(a - 1) Ja-2,b,c 

(a ^ 2, b ^ 0, c ^ 0) . 

Integrací per partes a užitím vztahu (2) v prvém integrálu dostáváme rekurentní 
vztah 

(3) ^a.b.c " ^b Ja-l,b-í,c + ^C «Ia-l,ft,c-l » 
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platný pro „ ^ 1, 6 ^ 1, c ^ 1. Opakovaným použitím rekurentního vztahu (3) 
dostaneme pro libovolné celé nezáporné p _g min (a, b, c) 

(4) Л,o,, = 2 P I 
b! c! 

k = 0\kj (b - p + k)! (c - k)! " « - P . » - P + ^ - * -

D ů k a z provedeme matematickou indukcí. 

1. Pro p = 1 vztah platí podle (3). 

2. Předpokládejme jeho platnost pro nějaké p g min (a, b, c) — 1 

b! c! ^ , c = 2 * + 1 £ ' 
k=o\kJ (b - T + k - l)\ (c - k)! 

; a - p - l , Ь - p + fc-l,c-fe + 

+ 2^EГ - ^ — 
fc = oVkУ (b - p + k)! (c - k - 1)! 

J a-p-l,Ъ-PЛ 

= 2pЛ 

p 

+ 1 
/c = i 

b! 
Ja-r 

c! 
/, 1 Л . - a-p-l,Ъ-p-l,c *"" . . ^ a - p - l . Ь . c - p 

(b ~ p - 1)! (c - p - 1)! 
,c-р-l + 

P\ + / P b\ 

k- \JJ(b - p - 1 + k)\(c- k)\ 
> a-p-l,Ъ-p-l +k,c-k 

_ 2,+i "Y(P + -\ j_j *! j 
- 2 ^ k J ( Z , - p - l + / c ) ! ( c - f c ) ! J a - p - 1 , 6 - p - 1 + ^ - k ' 

čímž jsme obdrželi platnost pro p + 1. Nechť a = min (#, b, c). Potom pro p = a 
vztah (4) dává 

(5) J°-b-c~ k [ k ) J°-"-'^{b_a + k)] ( c _ k ) l 

Pro integrál J0,a,b platí známý vztah [2], J í ^ c"*2 Ha(x) H6(x) dx = Jn2a a\ dab, 
takže 

Jo,b-a+k,c~k = h-a+k,c-k • 2<6-a+c>/2 Jn V(b - a + k)! (c - k)! . 

Aby integrál Jfl>&,c byl různý od nuly, musí být splněno 

(6) 
. a + c - b / Ч ^ Ö + C — b ^ ^ __ . o ^ ^ a , 

přičemž musí být k číslo celé. Musí být tudíž především a + b + c číslo sudé, což 
ostatně plyne též triviálně přímo z faktu, je-li a + b + c číslo liché, je integrál 
Ja h c integrálem z liché funkce přes interval (— co, +oo), a proto je roven nule. 
Je-li a + b + c číslo sudé, pak podmínka (6) je ekvivalentní se soustavou nerovností 

a + c — b , a + b = c , 
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která je dále ekvivalentní se soustavou trojúhelníkových nerovností (v případě 
a = min (a, b, c)) 

(7) a + b^c, a + c ^ b , b + c^a, 

jejichž platnost spolu s podmínkou a + b + c je sudé je nutná a postačující pro 
nenulovost integrálu Jfl,&)C pro případ a = min (a, b, c). Hledaný integrál je potom 
roven 

(8) J = 2 ( a + b + c ) / 2 ln a\b\c\  
V [l(a + b-c)]\[\(b + c-a)]\[\(c + a-b)]\' 

Není-li a = min (a, b, c), pak vzhledem k symetrii integrálu Jfl,6,c a soustavy (7) 
ve všech třech indexech zůstává (7) spolu s požadavkem, že a + b + c je sudé, 
nutnou a postačující podmínkou nenulovosti integrálu Jayb>c, který je pak dán opět 
vztahem (8). 

III . VÝPOČET I N T E G R Á L U Kn>m 

Zabývejme se napřed integrálem K0m. Po výpočtu integrálu K0>,„ pro několik 
nejnižších hodnot m lze uhodnout jeho obecné vyjádření 

<*> - - - T i ^ í - ^ ) " " - ^ - ^ -
D ů k a z úplnou indukcí. 

1. m = 0: K0)0 = / - e"2/12 ; vztah (9) platí pro m = 0. 

/*+ oo _ 

2. m = 1: Ko.i ~ e - 3 * 2 - « . 2[vl
/2(x + 0)] dx = 

J —00 

_ 2 7 2 ( _ l ) ^ _ + 2 72^0.0-= 
da 

V 2 

3 '"(-Tl)"'^-^)-
Vzorec platí tedy i pro m = 1. 

3. Předpokládáme, že vztah (9) platí pro Ko,w-i " pro K0m (/?/ _: 1). Máme do­
kázat jeho platnost i pro K0m+1. 

Ko,n 

C+ oo _ 

Є -^ 2 -«H m + 1[72(x + /ř)]dл = 
— 00 
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/*+oo 

__3___«- { 2 y-2-(x + p) Hmy2(x + pfi _ 2m H^yy* + /?)]} áx __ 
J — 00 

= - 2 ^ 2 A K0>m + 2^20 /_0>m - 2m *.-_,_, = 
da 

!(-^rv^^-^)-
kde bylo použito vztahu (2) jakož i rekurentního vztahu (1) pro Hermiteovy poly­
nomy. Tím je dokázána platnost vztahu (9) pro libovolné celé nezáporné m. 

Nyní odvodíme rekurentní vztah pro integrál Knm vzhledem k indexu n. 

Í
+ 00 _ _ _ _ _ 

e - 3 _ . - „ Hn + í(j2x) Hm[j2(x + /?)] dx = 
— 00 

p+oo _ _ _ 
e-3*2-°*[2 J2x H„(s/2x) - 2 n ff__,(^2*)] Hm[j2(x + /?)] dx = 

J — oo 
— áK 

= _ 2 N / 2 — i - - 2 « _?„_,,„ (« __ 1) -
da 

Použitím tohoto rekurentního vztahu můžeme vypočítat hodnoty Knm pro několik 
nejnižších hodnot n (při libovolném m). Odtud můžeme usoudit na obecné vyjádření 
Kn m ve tvaru 

-=J-i-7i)""T-'(:)(i)--(7i)-(^-^ 
D ů k a z vztahu (11) úplnou indukcí: 

1. n = 0: _-_0>m = /_ e a 2 / 1 2 ( - -J= ) tf„Y~ - -/Š/S)- Vztah platí pr< 

2. « = 1: KUm= -2^2dy°-m -
da 

/-r / i \ m +1 1 
_ e^/12 ' ?.w-*Шв'-Ши-(^-^)' V3 

kde bylo opět použito vyjádření (2) pro Hj(x) Ja^ož i rekurentního vztahu (1). Vztah 
(11) platí tedy i pro n = 1 při libovolném m. 

3. Předpokládejme, že vztah (11) platí pro Kpq, kde p = 0, 1, 2, ..., n; q libovolné 
nezáporné celé. Máme dokázat, že vztah (11) platí pak i pro K„+i,m. přičemž m je 
libovolné celé nezáporné. Tím bude vztah (11) plně dokázán pro libovolná celá 
nezáporná n, m. 
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K výpočtu K„ + i_m podle rekurentního vzorce (10) je zapotřebí především vypočí­
tat dK„,m/da. Platí 

d «,m _ « v , 
— ~ Kn,m + da 6 

íZ / 1 \m + n min(m,n) 
l/l » 2 / n / A \ —-5̂ -тîГT--'CDC)̂ ^ШłЧ7.-̂ )+ 

^(-^ГT-^X^Ы" 1-^-^-N i ' 
Využijeme-li vztahu 

jakož i platnosti právě uvedeného indukčního předpokladu, dostaneme 

dKnm = oc 
v 2n Kn_i>m — - J 2 m A„>m_i . 

da 6 3 3 

Odtud spolu s rekurentním vztahem (10) plyne platnost vztahu 

^ n + l , m = ~ 2 ^ / _ — A „ > m — 3M K„_i,m + 3 K n , m - l ? 

V6 

pokud ovšem je splněn indukční předpoklad. Dostáváme tak 

\/ 3 
л1-7lГ'{-^^(-7l)' 

Г-ЧDO-Ш-Чт?- )̂-min(m,n) 

k = 0 

-~-'("r)(:)"-(7i)H"-'(7i-^+ 

+ *»;T"^Q("*r)H-(7i)H"-'(7r^ 
Vzhledem k tomu, že í j = 0 pro k, n přirozená k ^ n, můžeme ve všech třech 

součtech sčítat až do min (n + 1, m). Použijeme-li vztahu 

» { " k - ( » - k ) 
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jakož i rekurentního vztahu pro Hermiteovy polynomy (1), obdržíme 

~^n+\,m— I ^ 

i \ m + n + 1 
(K . 2 / n / 

min(7j + 1 ,m) 

z 
fc = 0 l"'-{C)(i)—(^)-(^-^)+ 

+«"-<D(:)M^)H--^-^')}-
Posuneme-li ve druhém sčítanci sčítací index o jedničku, dostaneme po úpravě 
výrazu 

^(^^'-'CX-.WtlXT 
hledané vyjádřen 

/V . . = I 
3 V N/3. 

K+1 = l-o*2!^ x v n + 1 ,ra 

tMl)(V)--.(7i)-(7r^) 
min(7i + 1 , řn) 

• Z 
fc = 0 

Tím je platnost vzorce (11) dokázána. 
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Р е з ю м е 

ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛОВ, 
СОДЕРЖАЩИХ ПОЛИНОМЫ ЭРМИТА 

ЭМИЛ НАВРАТИЛ, ИВАН УЛЕГЛА (ЕтИ ИаугйШ, 1уап 01еЫа) 

В работе решаются интегралы ЗашЬшС = /-« е~*2 На(х) Нь(х) Нс(х) их и Кп 

. г+ оо е-зх*-аХ нп(^2х) Нт\_^2(х + 'р)~ их. Показано, что 

/- а* Ь' г ' 

}„,ъ,с = 2 < " + * + * 2 У * Г-Т7 
__(a + Ъ-c)_l__(Ъ + c-a)_l__(c + a-Ь)_l 
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если а + Ъ + с четно и числа а, Ъ, с удовлетворяют трем возможным 

неравенствам треугольника и / в Ь с = 0 в остальных случаях. Далее, 

Значения этих интегралов надобны для вычисления энергии связи атомного 

ядра. 

8 и т т а г у 

ТНЕ СОМР^ТАТIОN ОЕ 80МЕ ШТЕСКАЕ8 СОЭТАШШО 
НЕКМ1ТЕ РОЕУЖЖ1АЕ8 

Е М ^ NАVКАТI^, IVАN 1ЛЕНЕА 

1п 1пе рарег, 1пе т1е§га1$ ^а,ъ,с — \-юе~х2На(х)Нь(х)Нс(х)дх апо! КПгГП = 
= $1™е~3х2~"х НХ^2х)Нт[у/2(х + р)](1х аге сотри!ес1. К 13 $1го\уп Йга1 

[|(a + 6 - c)]! [1(6 + c - a)]! [|(c + a - b)]\ 

if a + b + c is even and the numbers a, b, c satisfy the three possible triangle 
inequalities and Ja b c = 0 otherwise. Further, 

The values of these integrals may be used for computing the binding energy of the 

atomic nucleus. 

Adresa autorů: Inž, Emil Navrátil, Katedra matematiky FTJF, Myslíkova 7, Praha 1, — 
Prof. dr. Ivan Ulehla C S c , Katedra teoretické fyziky F T J F , Myslíkova 7, Praha 1. 
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