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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 4

STANOVENI STREDNI VELIKOSTI CASTIC STRUKTURY KOVU A SLITIN

JiRi Likes

(Doslo dne 4. kvétna 1961.)

Prace sc zabyvd intervaly spolehlivosti pro stfedni velikost kulovych Castic
nahodné rozmisténych v prostoru vzorku. Pfitom intervaly jsou funkci
vysledk (i méFeni v roviné vybrusu vedené vzorkem. Piedpoklada se, Ze veli-
kost ¢astic ma logaritmicko-normalni rozdéleni.

0. Pri kvantitativni metolografické analyze struktury kovl a slitin se setkdvame
téZ s pripady, kdy castice uréité dispersni faze maji ptibliznd kulovy tvar a jsou
nahodné rozmistény v prostoru vzorku. Podobné pFipady nachazime t€Z pii studiu
n&kterych geologickych [ 1] nebo biologickych [2] problém.

Vedle sttedniho poctu &astic k v jednotce objemu vzorku nés zajimaji téZ charak-
teristiky jejich velikosti, zejména stiedni velikost. V dosavadnich pracich se stfedni
velikost Castic odhaduje metodou momentl. V této praci jsou sestrojeny intervaly
spolehlivosti pro piipad, kdy velikost ¢astic ma logaritmicko-norméalni rozdéleni.
Pfitom vedle intervald spolehlivosti zavislych na pramérné velikosti kruhovych fezd,
nahodné vybranych v rovingé vybrusu, se téZ uvazuji intervaly, jeZ jsou funkeci pri-
mérné délky tétiv, které kruhovym Feztim vytinaji pfimky nahodné€ umisténé v roviné
vybrusu.

1. UvaZujme vzorek kvadrového tvaru s plochou zakladny 4 a vyskou B, v némzZ
je nahodné rozmistén velky polet kulovych castic, jejichZ primér oznacime ¢&.
Piedpokladejme, Ze & je spojita nahodna veli¢ina nabyvajici hodnot x > 0 a Ze jeji
hustota pravdépodobnosti f(x) je neznama.

V disledku neprihlednosti kovovych vzorkl nemiZeme provést pfima méfeni
velikosti ¢astic £. Vedeme-li v§ak vzorkem rovinu vybrusu, pak tato feznad rovina
protne nékteré z Castic v kruhovych fezech, jejichz velikost jiZ méfit Ize. Oznalme #
nahodnou veli¢inu predstavujici primér kruhovych fezl. Veli¢ina n nabyva hodnot
y > 0 a jeji hustotu pravdépodobnosti oznaéme g(y).

Ma-li nahodna velidina & koneénou stfedni hodnotu E(¢), pak v piipadé¢ nahodného
rozmisténi ¢astic v prostoru vzorku plati mezi hustotami g(y) a f(x) vztah [2]

(1) a(y) = Y jx f_(*)_ dx, p>0.
) () J, NS o
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Existuje-li stfedni hodnota (r + 1)-vé mocniny nahodné veli¢iny ¢, dostaneme z (1)
pro stiedni hodnotu r-té mocniny nahodné velidiny #

(et 1
©) Er) = o, PE) sy,
£(¢)
pficemz
(3) a,=£B l,r+%, re -1,
2 2 2
kde B(3, q) znaci funkci beta (g > 0).
Pro r = —1 dostavame
1
(4) E(n™') = LA
) 2 E(¢)

Tohoto vztahu se pouZiva [2, 3] k sestrojeni odhadu stiedni velikosti Castic E(¢).
Provedeme-li méfeni praméru n u dostateéné velkého podtu k fezii nahodné vybranych
v roviné metalografického vybrusu a vypodéteme-li primér reciprokych hodnot
téchto méreni

, LA
m_(y)=-3Y —
ki=1 y;
odhadneme E(¢) pomoci vztahu
T 1
5 E(¢) ~ — — .
©) © 2 m(y)

Veli¢ina m” (y) je nestrannym odhadem E(y~"). Jeji rozptyl viak neni konedny,
nebof vyraz a_, nekonverguje.

Dalsiho zplsobu stanoveni stfedni velikosti kulovych ¢&astic je moZné pouZit
v pfipadé, kdy zname stfedni po&et Eastic k v jednotce objemu vzorku. Oznaéime-li 1
stiedni pocet kruhovych fezd v jednotce plochy roviny vybrusu, odpovidajici uvaZo-
vané objemové jednotce, plati mezi «, A a E(¢) znamy vztah [2,3]
(6) A=K E(f) .

Oznacime-li A odhad 1 nalezeny z dostateéné velkého podtu jednotkovych plosek
nahodné umisténych v rovin€ vybrusu, Ize stfedni velikost ¢astic odhadnout pomoci
vztahu

(6") E(&) ~ i .

2. Vedle méfeni praméru kruhovych fezi mlZeme zjisfovat v roviné vybrusu
hodnoty dalsi veli¢iny. Umistéme na rovinu vybrusu nahodné pfimky a oznaéme {
délku tétiv, vzniklych protnutim kruhovych fezil témito pfimkami. Nahodna veli¢ina {
nabyva hodnot z > 0 a jeji hustotu pravdépodobnosti oznaéme i(z). P¥itom existu-
je-li E(n) = (n/4) [E(E*)/E(¢)], plati mezi hustotou pravdépodobnosti délky tétiv
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h(z) a hustotou pravdépodobnosti priméru kruhovych fezii g(y) analogicky vztah
jako mezi hustotou g(y) a hustotou pravdépodobnosti priiméru kulovych castic

f(x), t. zn. .
@) h(z)=i 'ﬂ——dy z>0.

Em). -2

Existuje-li stfedni hodnota (s -+ l)-své mocniny nidhodné veliciny #, je

s+ 1
(8) E((:S) = qa, —E(" ) , s= —1,
E(n)
kde a, je pro s = —1 dano vyrazem (3). Pouzitim (2), (3) a (8) dostaneme
E s+2 E s+ 2
©) () = Lo, B 2 EED
a, E(EY)  s+2 E&)

Oznaéme § stfedni podet kruhovych fezi protnutych dsetkou jednotkové délky.
Mezi ¢ a stfednim poctem fezil v jednotkové ploSe roviny vybrusu A plati vztah,
ktery je analogicky vztahu (6) mezi 1 a k
(10) 5= AE®).

Pro s = —1 vyplyva z (8) a (3)

(11) €0 = e
Pouzitim (6), (1()) a (11) dostaneme
26 .
(12) Be) =B,

Tohoto vztahu miiZeme pouZit ke stanoveni E(£) v piipadg, Ze zname stfedni pocet
gastic © v jednotce objemu vzorku. Oznadime-li 6 odhad & stanoveny na zaklads
velkého poétu jednotkovych uselek nahodng umisténych v roviné vybrusu a pro-
vedeme-li méfeni délek velkého poltu n tétiv a vypocteme-li primér reciprokych
hodnot téchto méfeni

&1
m_(z) =~ Y —,

nij=1z;

Ize stfedni velikost ¢astic odhadnout pomoci vztahu
’ 2 S ’
(129 E(%) = == m"(2).
K

Veli¢ina m”,(z) je nestrannym odhadem E({™ '), nema viak kone¢ny rozptyl.

3. Uvedené vztahy mezi momenty nahodnych veli¢in &, #, { plati pro libovolnou
hustotu pravdépodobnosti f(\) v pripadé&, Ze piistu$né momenty existuji. V nékterych
piipadech vSak muZeme vychazet z urcitého tvaru rozdéleni ndhodné veli€iny é&.
Studiem fady struktur kovi a slitin se ukazalo (viz napf. [3, 4, 5:|) Ze rozdéleni pri-

317



méru kulovych &astic se da velmi Casto dobre popsat logaritmicko-normalnim rozdé-
lenim, takZe hustota pravdépodobnosti f(x) ma tvar

(13) J(x) = ———— e CexEwie g

6\/27U

kde £ >0 a o > 0 jsou parametry rozdéleni. v-ty moment nahodné veli¢iny ¢
je roven
(14 E(E) = g o0

Dosazenim (14) do (2) dostaneme

(15) E(n) = a (&) [1 + V().

kde

(16) V(@©) = e 1

je variatni koeficient ndhodné velidiny f. Pritom pro r = 1 plati vztah (15) pro libo-

volny typ rozdéleni priiméru &astic &.
Pro r = 1 je rozptyl nahodné veli¢iny #" roven

(17) D(n') = {E(&) [1 + VHOI} {aall + VHOI”

Podobng dosazenim (14) do (9) dostaneme
k 2 " ;
(18) E() = —— EE) [ + VHO]™.
s+ 2
Pro s = 1 je rozptyl ndhodné veli¢iny {* roven

s s 2 202 1 2( £\ ]s? 4
(19 D) = (EE) [t + VT { v - 2)2} .

Za piedpokladu nadhodného rozmisténi Castic dispersni faze v prostoru vzorku
a za piedpokladu logaritmicko-normalniho rozdéleni praméru éastic & jsou tedy
stfedni hodnota i rozptyl r-tého momentu priméru kruhovych fezil n funkci r-tého
momentu E(£") a variaéniho koeficientu V(&) veliciny &. Podobn€ za uvedenych
predpokladil jsou stfedni hodnota i rozptyl s-tého momentu délky tétiv { funkci
E(E) a V().

Pfitom v realnych strukturach se V(&) vétsinou pohybuje v rozmezi 0,2 < V(&) =
< 0,7 a mélo se pro dany typ struktury méni. JestliZe jsme pro urCitou strukturu
jednou V(f) ur¢ili, Ize je v dalsich méfenich velikosti Castic takovéto struktury praktic-
ky povaZovat za znamé.

4. Necht 1., 1,, ..., n, pfedstavuji k nezavislych nahodnych veligin identicky
rozdélenych, majicich hustotu pravdépodobnosti (1), pficemZ f(x) ma tvar (13).
Uvazujeme nahodnou veli¢inu

(20)

II\/

-2

;vl—
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Nahodna veli¢ina

-
(21) " e

m4 vzhledem k (15) a (17) stfedni hodnotu a rozpty!
(22) E(o,) = a [t + V(T

(23) Dp) = | [1+ VO (a1 + VO = ai).

UvaZujeme-li pevné koneéné r > 1, pak veli¢ina ¢, je podle Lindeberg-Lévyho
limitniho teorému asymptoticky normélni se stfedni hodnotou (22) a rozptylem (23),
takZe pro velka k

(24) P{uﬂZl < o~ Eey) < “112} ~ 1 —q,
VB(e)
kde 0 < oy, o, < 0,5, o, + @, = a a u, je 100¢ procentni kvantil normalniho roz-
déleni N(0, 1).
Pro znamé V(£) je tudiz pro dostatedné velka k dvoustranny 100(1 — «) procentni
interval spolehlivosti pro E(&") prakiicky dan nerovnostmi

(25) mE (&) < E(&) <, E, (&), rz1
a jednostranné 100(1 — a)procentni intervaly spolehlivosti maji tvar
(25 0<EE) <qE), rzt,
(25") E(Z) > nrE, (&), r=1.
Pfitom
(26) E(&) = ! \/k , O<e<l.

[t + VO] 4, Vk+u, Ja[U+ VO] = a?
Uvazujme nyni pfipad r = 1. JelikoZ a, = n/4, a, = i je
1 4. /3k
(27) 3 S 1Y
U+ V) /3k + u, /32[1 + V(O] = 322
Pro dané V(&) a velka k tedy plati
P{nE (&) <E() < nE (&) =1 —a, 0 < a0y <05 o +0a, =2,
(28) P{E(E) < Ef&)} ~ 1 — «a, 0<a<l,
P{E(E) > nE, (&)} 21 — «a, 0<a<l.

5. Nechf ¢4, {,, ..., {, pfedstavuji n nezavislych ndhodnych veliéin identicky roz-
délenych, majicich hustotu pravdépodobnosti (7), kde za g(y) se dosadi (1) s f(x)
majici tvar (13).



UvaZujme nahodnou velidinu
(29) Bt
Nahodna veliina

(30) v, =

£(2)
je pro pevné koneéné s = 1 asymptoticky normalni se stfedni hodnotou
2
(31) E(y) = —— [1 + VX()J*
s+ 2
a rozptylem

5 N 1 2 4 ! 2 s 4
(32) mmmzp+vm]&:jD+V@] @+W}

vyplyvajicich ze vztahti (18) a (19).
Tudi pro znamé V(&) je pro dostatecns velka n dvoustranny 100(1 — a)procentni
interval spolehlivosti pro E(é“), kde o = ay + oy, 0 < @y, o, < 0,5, dan nerovnostmi

(33) - o(8) < (&) < PELE), sz
a jednostranné 100(1 — a)procentni intervaly spolehlivosti nerovnostmi
(33) 0<EE)<TE[L) , sz1,

(337) E(E) > CE-¢), s21,

pficemz

1 (s+2)\/n(s+l)_ ] -
[0+ VO 2 /(s + 1) + u, /(s + 221 + VO — 4s + 1)
O<ex<l.

1 3./2n
[1+ VO] 2. /20 + u, JI[1 + V(O] - 8
6. V pfipadech, kdy jsme na pochybach, zda V(&) se nelisi od piedpokladané hod-
noty, jiz uvazujeme ve vyrazech pro hranice intervalG spolehlivosti, bude vhodné
z vysledkti méfeni praméru kruhovych fezit nebo z vysledkd méfeni délky tétiv

sestrojit odhad V(¢).
Snadno se pfesvédéime, Ze v piipadé logaritmicko-normalniho rozdéleni ndhodné

(34) E(&) =

Pros=1je

(35) E() =

veli¢iny ¢ plati
2y 3T 2\
(36) 1+ V¥§) = B [1+ V¥n)],

(37) 1 V3 = 5[+ VA,

kde V(n) a V({) znaéi variaéni koeficienty velic¢in n a {.
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TudiZ odhady variagniho koeficientu V(&) velikosti astic, ziskané metodou mo-
mentii, maji tvar

, 3n? 32 — 3n?
38 V(Y ~ [ vy - ——,
(39) O~ [ -2

(39) V(O & )8 - T

kde

my(y) — > _ 1 ¢ , | A,
U(y) = \/ Z(,_) y , y=- Z Vi, ]112()7) = — Zy: ,
v k i=1 k i=1

d

‘1 n l i
= Yozp, omy(z) =~ Y z}.
n =1 n i<

NI
i

oz) = 3_/1’1(_?__52

Nahradime-li ve vyrazech (27) resp. (35) V() odhady (38) resp. (39), dostavame

128 k 7
oMt Sk + u, o(y) M2 J')
L= BN R

(41) EX¢)

RS \/;{ + u, U(z) [’"’7’2(2)12 ‘

Téchto odhad bychom zfejm& pouZili pro velka k resp. n v piipadech, kdy V(&
je neznamé.

7. Piiklad. Mame odhadnout stiedni velikost E(cf) Castic karbid, které maji tvar
prakticky kulovy a jsou nahodné rozptyleny v prostoru ocelového vzorku. Z pred-
chozich mefeni je znamo, Ze variaéni koeficient velikosti téchto Castic se pohybuje
kolem hodnoty V(&) = 0,45. Pfitom chceme sestrojit pravostranny interval spolehli-
vosti pro E(&).

Na roviné vybrusu vedené vzorkem bylo provedeno méfeni priméru n u k = 200
nahodné vybranych fezi a z vysledktt m&teni uréeny hodnoty § = 1,39 . 107% mm,
mj(y) = 2,53.107° mm?. Pro hodnoty k = 200 a V(&) = 045 dostaneme podle
(27) pro 1 — o = 0,95 hodnotu Eg o5(¢) = 1,131, takZe pravostranny 95tiprocentni
interval spolehlivosti pro E(¢) ma tvar 0 < E(¢) < 1,57 . 107 mm.

Pro tutéZ strukturu bylo pouZito metody ndhodnych pirimek. Z méfeni délky
n = 300 nahodn& vybranych tétiv bylo uréeno z = 1,41 .10 * mm, mj(z) = 2,70.
107 mm? . JelikoZ Ej o5(&) = 1,099, ma pravostranny 9Stiprocentni interval
spolehlivosti pro E(£) tvar 0 < E(¢) < 1,55. 1073 mm.

Kdybychom neznali hodnotu V(£), pouzili bychom pro Eq o5(&) a Ej ¢5(&) odhadt
(40) a (41). JelikoZ v(y) = 0,556, dostavame E, ,5(¢) ~ 1,124 a jelikoZ v(z) = 0,598,
dostavame Ej os(€) ~ 1,091. Odhady V(¢) jsou podle (38) resp. (39) V(&) ~ 0.46
resp. V(&) &~ 0,455.
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Pesrome

ONPEJEJEHMUE CPEAHEN BEJMUUHBLI YACTULL CTPYKTYPHI
METAJIJIOB U CILJTABOB

UPXHW JIMKEI (Jifi Likes)

PaboTa 3aHMMAETCA NOBEPUTENILHBIMH MHTEPBAJIAMHU IUIS CPEIHETO AUMaMeTpa
E(¢) wapoobpasubix wactuu aucnepcHoil ¢asel. TIpemnosnaracTcs, 9T0 YaCTULbE
CyqaiiHO pacnpenesieHbl B IIPOCTPAHCTBE 0o0pasua, M 4YTO dX JUAMETp & uMeeT
Jorapudmuiecko-HopMalbHOE pacnpe/ieacHue.

B mnockocty winuca, uayueil o6pasmoM, onpenenscTcs AMAMETP 1 Y KaxIoro
u3 k ciyyaitHo BBIGPAHHBIX KPYFOBBIX ceueHuit uacThit. Jliist Gosbiiux k onpenensercs
100(1 — «)-mpoueHTHEIN QoBepUTEILHBIN nHTepBan As E(¢) nup nomoun cootro-
wennit (27) u (28), rae n — cpesHuit Auamerp BRIOPaHHbIX ceueHuit, V(&) — koapdu-
HUEHT U3MEHYHUBOCTH nuameTpa yacTul &, u u, 3HauuT 100e-npoUeHTHBIH KBAaHTHIIbL
HopMmansHoro pacnpenenenns N(O, 1).

BmecTo nuamMeTpa KpYyroBbIX CEYEHHI MOXHO paccMaTpuBaTh JUIMHY xopn (,
OOpA30BAHHBIX II€PECeYeHMEM KPYI'OBBIX CEYeHMH C MpSMbIMM, CIy4aiHO pac-
NpeAecHEBIME B IUTOCKOCTH OUTMga. EciH MpUHHMaeM BO BHUMAaHHE OoJIbIIOE
KOJIHYECTBO n XOPA, TO 100(1 — 0)-IPOLEHTHBIH JOBEPUTENLHBIH HHTEPBAI Olpe/e-
JIAETCS NIPW NTOMOLIN cooTHOIeHn# (33) n (34) must s = 1. Tlpu otom { — cpeaHsis
IJIMHA 1 XOPJ.

OueHku KodpdULIMEeHTA M3MEHUYUBOCTH V(&), HaWJeHHble METOAOM MOMECHTOB,
Aaubl cooThowenusivu (38), u (39).
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Summary

ON THE DETERMINATION OF MEAN PARTICLE-SIZE IN STUDIES
OF STRUCTURE OF METALS AND ALLOYS

JiRi Likes

This paper is concerned with the confidence intervals for the mean value E(¢) of the
diameter of spherical particles of the dispersed phase. The particles are assumed
to be randomly located in the sample of the material, and their size £ is assumed to be
distributed according to the logarithmic-normal law.

The method of estimation is as follows: In a plane-section through the sample, k
circular cross-sections of particles are selected at random and their diameter g
determined. If k is large, the confidence interval for E(¢) at the confidence level
1 — o is given by the relations (27) and (28), where  denotes the average diameter
of the k randomly selected cross-sections, V(é) is the coefficient of variation of
particle diameter £ and u, is the 100&%; quantile of a normal distribution with zero
mean and unit variance.

Instead of the diameter of circular cross-sections n we may base our calculations
on the length of segments { determined on a system of lines, randomly located in the
polished section of the sample by the intersections with particle boundaries. For
a large number n of such segments, the confidence interval at the confidence level
1 — ais given by (33) and (34) for s = 1, where { denotes the average length of the n
segments.

The moment-estimators of the coefficient of variation V() are given by (38)
and (39).

Adresa autora: Jiri Likes, Vysoka §kola ekonomicka, Praha 3 — Zizkov, nam. G. Klimenta 4.
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