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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

PRISPEVEK K PRIBLIZNEMU RESENI ALGEBRAICKYCH ROVNIC
TRETTHO A CTVRTEHO STUPNE

JOSEF CAJKA

(DoSlo dne 6. kvétna 1957.) DT :512.393: 518.43

V ¢éldnku je popsina metoda ptiblizného FeSeni numerickych alge-
braickych rovnie tfetitho a &tvrtého stupné. Jsou odvorzeny funkee
A = F(B)ad = FyB) (kde 4 a B jsou funkcemi koeficientit uvazo-
vané algebraické rovnice), jejichz graficko-poéetnim fefenim dostancme
hodnoty koeficientlt kvadratickych trojélent p? -+ Ap + B. Je ukd-
zdno, %e feSend algebraickd rovnice je tdmito trojdleny délitelnd beze
zbytku, takZe kofeny rovnice p? + Ap + B = 0 jsou soudasné kofeny
Fefoné rovnice,

1. Uvod

V technické praxi sasto potfebujeme urdit koteny algebraické rovnice
n-tého stupné (n > 2), kterd md obecné tvar
() =p" + uap™™ + ... Fap+a, =0, (1)
kde ay, a4, ..., @, 4 jsou realnd &isla a n je plirozené dislo.
Popisi graficko-podetni metodu, kterd umoZiiuje urdit ptiblizné hodnoty
v, L] ’ 3 / v v ’
kofen@t numerické rovnice (1) pron = 3 a n = 4 s pfedepsanou piesnosti.

2. Rozklad polynomu fp)

Napidme polynom n-tého stupné (n > 2)

1) =p" + ap p™t 4 oo+ agp - ay (2)
ve tvaru
1) = £(p) fop) + fuolp) (3)
kde
fhip) = p* + Ap + B ‘ (4)
a
hp) = 9"+ buyp® 4 . b bip by (5)
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Vypotitdme-li z rovnice (3) zbytkovy polynom fs(p) & polozime-li ho identicky
rovanym nule, dostaneme

fs(p) = f(») — f.(p) ]lz(p) =

= Z ((I/'n—lc — bn«k g T bn—la.rlA — bn,—)n-l?) pn-k == O M (6)
k=

1
Zde je
bps =1
a
by, =b,=b_,=0.

Z rovnice (6) dostaneme n vztahl

1
bn‘-lc = E (a"_k — bn—}c—z — bn—k*lA) (k =n,Nn — 1 3t 3) > (7)
A=a, , — by, (8)
B = an,2 — b'rL—4 - bn—3A . (ga’)

Uvazujeme zde, e B + 0. P¥ipad B = 0 nemd vyznam, pfedpoklidéme-li,
Ze viechny kofeny rovnice (1) jsou od nuly rizné.
Kdyz z rovnice (8) dosadime b,,_, do vztahu (9a), dostaneme
B=A4>—qa, A+ a,y — bps- (9b)
Rovnice (7), (8) a (9b) méZeme pomérné snadno postupnou eliminaci upravit
na dvé rovnice o dvou neznamych
A =G4, (10)

B = G,(4, B). (11)

Hodnoty 4 a B, které dostaneme Fefenim rovnic (10) a (11), spliiuji zfejmé
rovnici (6), tj. podminku fy(p) == 0, takZe rovnice (3) nabude tvaru

1) = 1) f(p) -

ProtoZe rovnice (1) je nyni délitelnd kvadratickym trojélenem beze zbytku,
jsou kofeny kvadratickych rovnic

P2+ A®p 4 BE =0 (12)
soudasné kofeny teSené rovnice (1). Jednotlivd feSeni rovnic (10) a (11) jsme
od sebe odlisili ¢arkami, tj. 4® a B® je jejich k-té Yesend.

Funkce 4 = @ (4, B) a B = G4(4, B), vypoditané ze vztaht (7), (8) a (9b),
jsou

pron =3
A=A, B)=a,— 3, - (13)
A
B = Gyd,B)=a, — (LOE ) (14)
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pro n =4
1 A
A =064, B)=a, — % (arl — ~B—) , (15)

Ay

B =G, 4,B) = 4% — a,4 + @~ 5 (16)

3. Refeni rovnice tfetiho stupnd

Pro rovnici tietiho stupné (n = 3)

PP ap? +ap+a,=0 (17)

upravime vztahy (13) a (14) snadno na vhodnéjsi tvar

A=F,B)=a,— -2 (18)

A4 = F(B) - alo (@,B — BY). (19)

Rovnice (18) a (19), jez jsou vhodnou transkripef vztahi (10) a (11), budeme
refit graficky. Nakreslime-li na milimetrovém papife grafy funkei F (BB)
a Fy(B), budou hodnoty 4 a B, jez odpovidaji priseéikim obou funkef, spliio-
vat rovnici (6). Kofeny rovnice (17) pak snadno vypoditadme podle vztaht (4)
a (6) z rovnic

p4 Ap+B=0 (20)
a ,
p+b=0, (21)
kde '
by=0a,— 4. (22)

Graf funkce 4 = F(B) [rovnice (18)] je rovnoosa hyperbola, jejiz asymptoty
maji rovnice B =0 a 4 = a, Jeli ay > 0, maji jeji vrcholy soufadnice
(Vao; ty — ]/ao) a (— Vao; ty -+ Va“), je-li v8ak a, < 0, jsou soufadnice vrchold
hyperboly (V— (y; by ]/ — ay) a(— V-— @y} by — V»—- o). Zndme-li asymptoty
a polohu vrcholi hyperboly, snadno sestrojime daldi jeji body graficky [1].
Pro konstrukei maZeme misto vrchollt pouzit vhodné volenych bodi, je-li
to g ohledem na méfitko vyhodndgjsi.

Graf funkce 4 = F,(B) [rovnice (19)] je parabola, kterd prochizi poddtkem.

2
. y . . . , Y (T’ i
Jeji hlavni osa ma smér osy 4 a jeji vrchol ma souiadnice —,)—1; ZL . Je-li
27 4a
0
téeba pro konstrukei zakreslit daldi jeji bod, je vyhodné volit bod (mag; ma, —
— m?ay), kde m je libovolné realné ¢islo. Zndme-li vrchol, osu a jeden bod
paraboly, mizeme dalii jeji body sestrojit rovnéZ graficky.
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Kdyz jsme uréili graficky priblizné velikosti soutadnic praseéiku funkei
F(B) a Fy(B) (oznatme je B, a A;), miZeme presndjii jejich hoduoty vypoditat
metodou iteract.

Pro metodu iteraci potiebujeme znit inversni funkee k funkeim 4 = F((B)
a A = F,(B), které pro uvazovany piipad jsou

— K1 P 2
B = Fid) = My (23)
a
B
B — F;Y(A4) = ‘121 4 V(a—}) —aA. (24)

V rovnici (24) bereme znaménko plus, lezi-li priseéik napravo od vrcholu
paraboly F',(B) a znaménko minus, lezi-li od vrcholu paraboly nalevo.

Méme-li totiz dvé funkce F\(B) a F,(B) a plati-li v okoli jejich prasediku
stale [2]

[FUB)| < [Fy(B)|, (25)
vypoditame presnéjii hodnoty soufadnic jejich prusediku z hodnot ziskanych
graficky opakovanym dosazovanim do rovnic

Ak = Fl(Blc—l) H (263’)
B, = F;"(4,), (26b)
pro k= 2,3,4, ...

Je-li v8ak v okoli jejich prisediku

[Fy(B)| > [Fo(B)] (27)

poéitame presnéjsi hodnoty podle nasledujiciho schematu
A, = Fyo(By_)), (28a)
By, = FiY4,), (28b)

pro k= 2,3,4, ... .

Ve vztazich (25) a% (28) jsou F1(B) a Fy(B) derivace funkei F (B) a F(B)
v okoli jejich prasetiku a FyYA4) a FyYA4) json inversni funkee k funkeim
F (B} a Fy(B). Plati-li v okoli prisetiku nerovnost (25) anebo nerovnost (27),
to je obvykle na prvni pohled patrno z grafu obou funkei.

Konvergence posloupnosti By, By, By, ..., Bya 4, A,, 4,, ..., 4; je dokdzana
pro uvedené pripady v literatuie [2].

Maji-li funkece Fy(B) a Fy(B) v okoli priseéiku funkel F (B) a F,(B) stejné
znaménko, pak se k plesndj$im hodnotdm soufadnic tohoto prisediku piibli-
7ujeme pouze z jedné strany, maji-li viak Fi(B) a Fy(B) v okoli uvazovaného
prisetiku riiznéd znaménka, piiblizujeme se k spravnym hodnotim stiidave
z obou stran.
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Je-li v okoli uvaZovaného prisesiku F(B) =— — Fy(B), konverguje poditana,
posloupnost velmi pomalu. Jeji konvergenci znaéné urychlime tim, Zze ze dvou
Po sobé nasledujicich vypoditanych élent posloupnosti vezmeme jejich aritme-
ticky stied jako dall hodnotu posloupnosti. Moiné schema vypodtu pak jest

T Ak == -Fl(Blc~1) s (293)
B, = F;(4y), (29b)
By = 5’—*——13’ , (29¢)

prok =2,4,6, ...

Hodnota B;, (pfipadné 4;) je u metody
iteraci pfesnd na tolik mist, na kolika se
shoduje B, s By, (piipadnd 4, s 4,_,).

Jako pifklad Yeime kubickou rovnici

pP—3p+1=0.

V uvaZzovaném piipadé je

. a 1
— F = (g ~— - o = — —
Obr. 1. Grafy funkei F\(B) a Fy(B) pro 4 ¥ 1(B) @z B B
kubickou rovnici p? — 3p + 1 = 0.

Je torovnoosa hyperbola, jejiz asymptoty

jsou osy B a A4 a jejiz vrcholy maji soutadnice (1; — 1) a (— 1; 1).

Funkece

A=pBy="p B _ 35 p
g aty

je parabola prochazejici po¢atkem. Jeji vrehol ma soufadnice (— 1,5; 2,25).

Grafy obou funkef jsou nakresleny na obr. 1, kde je téZ vyznatena konstrukee
jednoho bodu hyperboly (H,) i paraboly (P,). Z obr. 1 je vidét, Ze v sledovaném
ptipadé se grafy obou funkei protinaji ve tiech bodech (M,, M,, M,). Pro dalsi
vypodet mizeme zvolit kterykoliv z nich. Volme bod M,(— 0,65; 1,5), pro jehoz
okoli z¥ejmé plati Fy(B) == — F,(B). Budeme proto pifi vypod&tu presnéjsich
hodnot soufadnic priseéiku poéitat podle schématu (29abe). Dostaneme
postupné tyto hodnoty:

A, = 15275; B,= — 0,651664; B, — — 0,652332 ;
A, = 1531459 ; B, = — 0,652972; B, — — 0,652652 ;
Ay = 1532001 ; B, = — 0,652741 ; B, — — 0,652696 ;
Ay = 1,532062; By = — 0,652715; B, = — 0,652705 .

PFi vypoctu bylo pouzito sedmimistnych logaritmickych tabulek.
Redlny koifen feSené rovnice dostaneme ze vztahu (21) a (22)

p=—by=A—a, = 15320,
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zatim co zbyvajici dva kofeny (v uvazovaném piipadé rovnéz realné) dosta-
neme feSenim kvadratické rovnice

P 4 1,5320p — 0,65270 = 0 .

4. Redeni rovnice Gtvrtého stupnd

Pro rovnici étvrtého stupné

Pt b agp® + ayp® + ap +ay =0 (30)

muzeme vztahy (16) a (15) také upravit na vhodnéjsi tvar

A—Fﬂ%—%iveyﬂ%+g+% (31)
a
A= FyB) — ay + “B =% (32)

Ta, — B?
Polynom f(p) v rovnici (30) miZzeme podle odstavee 2 rozlozit
Pt @p® + apt o+ ap + ag = (p* -+ Ap + B)(p* + bp + b) . (33)

V rovnici (33) plati mezi koeficienty vztahy

a, = Db, , (34a)
a, — Bb, 4+ Ab, , (34b)
ay, = B | Ab, - b, , (34c¢)
a, = A + b, . ‘ (34d)

Uvazujme nyni zvladtni piipad, kdy plati
B=hb,. (35)
Potom délenim vztahu (34b) vztahem (34d) dostaneme
%:B. (36)
Ze vztahu (34a) vSak plyne
B~ i a,. (37)

Dosadime-li B z rovnice (37) do rovnice (36), dostaneme
a ——
1= + Vﬂ'n . (38)
ay

Plati-li predpoklad (35), vypoditaime hodnotu A4 (ptipadné hodnotu b))
ze vztahl (34c), (34d) a (36)



kde A (pripadné b;) budou realnd ¢isla pouze v piipadé, kdyz bude
2
t, Ly
welgfan »

Z uvedeného mizeme udélat tento zavér: Jsou-li u rovnice étvrtého stupné
(30) ndhodou splnény podminky (38) i (40), vypoéitdme B = b, z rovnice (36)
a hodnoty 4 a b, z rovnice (39).

Jako ptiklad uvazujme rovnici

Pt 4 2pd — 4p? — 3p 4 2,26 = 0,

ktera ziejmé spliiuje podminku (38) i podminku (40). Bude proto

B=b="2— 15
Qg
a
A % V ay 2 a2 ay /2,4142
b2 )T Ta s N 0,4142”

Kofeny feSené rovnice dostaneme v tomto pripadé z kvadratickych rovnic

p? - 2,4142p — 15 =0

p?— 0,4142p — 1,5 = 0.

Nejsou-li splnény podminky (38) a (40) soudasné, nemiliZeme pii feseni
postupovat pravé popsanym zpiisobem, nybrz tak, Ze nakreslime grafy funkei
F,(B) [rovnice (31)] a F,(B) [rovnice (32)] na milimetrovém papife, nadez
odetteme z grafu soutadnice jednoho jejich prusetiku (B;; 4,). Hodnoty
odettené z grafu muzeme podle potieby zpfesnit metodou iteraci. Potiebné
inversni funkce k funkeim F(B) a F,(B) jsou

B o4y = Ao ) & Va2 — ad +a,)t — da (41)

2

a, 1 V@ e A, — A)
B — F=Y4) == 1 1 0 3 R 42
$(4) S ) (42)
U inversnich funkei danych vztahy (41) a (42) bereme pied odmoeninou ta-
kové znaménko, aby vypoéitana hodnota B odpovidala hodnoté B, odettené

z grafu.

Zname-h soufadnice jednoho prisetiku s pozadovanou pfesnosti, mizeme
hodnoty b, a b, snadno vypoctitat z rovnic (34a) a (34d)
Ly
E )
by=ua, — 4. : (44)

by = (43)
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Z rovnice (34a) rovnéZ vyplyva, ze grafy funkei F,() a Fo(B) musejl mit
jeden redlny prisetik v intervalu
—Viadl < B < V. (45)
Budeme proto jejich prubéh vysetiovat pouze v tomto intervalu.
Pii vynageni grafit nemusime jednotlivé body funkei F,(B) a Fy(B) potitat
z rovnic (31) a (32), ale mtZeme je zkonstruovat v pomocnych grafech.
Napiseme-li rovnici (31) ve tvaru ‘

A —Fy(B) = 2 4 5B — 0:(B) (46)

muzeme snadno na milimetrovém papife nakreslit grafy pomocnych funkei
(kreslime je ve stejném méritku)

AN §
y=g(B) =B+ (—j) — g, (47)
co? jest rovnice p¥imky a
Q,
y=9B)=—73, (48)

coZ je rovnice rovnoosé hyperboly, jejimiZz asymptotami jsou osy soufadné
a jeji% vrchol mé soufadnice

Vg — Vao) a (— Yag; Va),

je-li @y = 0, ale

0= as V=) o (V= V=,
je-li a, < 0.

V intervalu daném vztahem (45), omezeném vsak s ohledem na rovnici (46)
jen na tseky, kde g,(B) > g,(B), odpichneme z grafu pro né¢kolik hodnot B
vzdalenost mezi ¢,(B) a g,(B). Takto ziskané hodnoty odmoenime na logarit-
mickém pravitku. Hodnotu odmocniny pfi¢teme na hlavnim grafu k piimee
A = a,/2 a tutéz hodnotu od ni odeéteme. Dostaneme tak graf funkce F(B),
pro niz ziejmé plati F,(0) = oo.

Polozime-li analogicky v rovnici (32)

T !/3(1)))
A = Fy(B) = a, - (B (49)
miizeme na milimetrovém papiie nakreslit grafy pomocenych funkei (tentokrat
mohou byt kresleny i v riznych métitkach)

Y = g5(B) = B — ag;, (50)
coZ jest rovnice piimky a

y = gu(B) = a, — B2, (51)



coz jest rovnice paraboly, jejiz osa je rovnobéind s osou ¥, jejiz vrchol ma
soutadnice (0; @,) a ktera prochizi bodem (-t}/a,; 0), je-li @ > 0, anebo bodem
(4 Jag; 2a,), je-li ay < 0.

7 grafu odeéteme pak pro nékolik hodnot B (v intervalu, v némz ma F(B)
realnou hodnotu) hodnoty g5(B) a g,(B). Jejich podil ¢,(B)/g,(B) (vypotitany
na logaritmickém pravitku) pficteme potom v hlavnim grafu k piimece 4 = a,.
Dostaneme tim graf funkce F,(B), pro niz plati F,(0) == 0.

-6+ 93(8)

Obr. 2. Grafy pomoenych funkei g,(B) a gy(B)  Obr. 3. Grafy pomocnych funkef g,(B) ‘a 94(BY
pro rovaici p? -+ 2p% — 1,5p% — 3p + 2,25 = 0. pro rovnici p* - 2p® — 1,5p2 — 3p + 2,25 = 0.

Jako piiklad fe¥me rovnici

pt+ 2p — 1,5p* — 3p 4 2,25 = 0.
Koeficienty této rovnice spliiuji sice podminku (38), nespliiuji viak podminku
(40). Uréime proto piiblizné hodnoty kofent nejdfive graficky.
* ’/ I v’
Na milimetrovém papiie nakreslime graf pomocné p¥imky podle vztahu (47)
y=g,(B)=DB+25

a do tych? os soutadnych nakreslime ve stejném méritku graf rovnoosé hyper-
boly podle vztahu (48)

) 2,25
y=9.B) = ——
Jeji vrcholy maji soutadnice (1,5; — 1,5) a (— 1,5; 1,5). Oba grafy jsou

nakresleny na obr. 2. Z obrdzku je vidét, Ze funkce #,(B) bude mit redlnou
hodnotu pouze pro kladn4 B. Sestrojime proto z pomocnych grafi na obr. 2
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diive popsanym zphsobem graf funkce F,(B) pouze v intervalu 0 < B <2 1,5

(obr. 4).

Potom do jiného obrdzku nakreslime graf pomoené pfimky podle vztahu (50)

Yy =gs(B)=—3B—9

a graf pomocné paraboly podle vztahua (51)
Y = g (B) = 2,25 — B2,

Parabola prochizl bodem (1,5; 0) a jeji vrehol ma
soutadnice (0; 2,25). Grafy funkei g,(B) a g,(B)
jsou nakresleny na obr. 3. Z téchto kiivek na-
kreslime popsanym zptsobem graf funkce F,(B)
na obr. 4.

Grafy funkel F((B) a F,(8) se protinaji v bodé
(obr. 4): ’

B =065 a A, = — 1,53,
Z obrazku je vidét, Ze v okoli prisediku plati stile
FUB)| < |Fy(B)] .

Hodnoty odettené z grafu zpfesnime proto meto-
dou iteraci podle vztahii (26ab)

o 2,2
4, = F’l(Bk—-l) =1 — ‘1/275 + B+ ﬁ*
2

‘BI«: = ‘FEI(‘/lk) = - 1’5

pro k= 2,3,4,. ..

Obr. 4. Grafy funkei F ()
a F,(B) sestrojené pomoci
funkei g,(B) a gy(B) z obr. 2
afunkeig,(B) ag,(B)zobr. 3.

25

-1

U funkee F,(B) bereme pied odmoeninou znaménko minus, nebot z obrazku 4
je vidét, Ze prisecik lezi na spodni ¢asti grafu funkee F,(B). U inversni funkce
F;Y(A) bereme pied odmoceninou znaménko plus, aby vypotitanad hodnota B,

souhlasila s hodnotou B, odeétenou z grafu.

Vypocéitané hodnoty posloupnosti jsou:

A, = — 15713 ; B, = 0,65997
Ay = — 156301 ; B, = 0,658015 ;
A, = — 1,56466 ; B, = 0,658405

Ay = — 1,564323 ; B, = 0,6583354 .
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Soutadnice prisetiku tudi’ jsou B = 0,6583 a A = — 1,564. Hodnoty
by a by vypoditdme nyni ze vatabii (43) a (44): by == 3,4179 a b, = 3,564. Koteny
feSené rovnice dostaneme proto ze dvou kvadratickych rovnic

p* — 1,564p + 0,6583 — 0
pe ot 3,564p 4+ 34179 = 0 .

5, Zavér

I kdyZ popsand metoda vychazi ze stejného piedpokladu jako metoda
Kryzanovskino [3] anebo metoda SErH-NaE Linova [41, t]. z déleni polynomu
f(p) kvadratickym trojélenem p? 4 Ap + B beze zhytku, stala se pro rovnice
tretiho a ¢tvrtého stupné zavedenim vhodnych funkei F,(B) a F,(B) na rozdil
od obou zminc¢uych metod plné obeenou. Dalsi jeji vyhodou je, Ze hodnoty
funkef I7(B) a F,(B) mizeme urdit graficky, takze grafické ¥eSeni je velmi
rychlé. Vyhodou metody iteraci pii zpfesfiovani graficky ziskanych vysledka
pak je, Ze pripadna chyba ve vypoétu se p¥i dalSich poéetnich operacich
automaticky opravi.
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Peswome

BRJIAI B [TPUBJIMAEHHOE PEMIEHNE AJI'EBPANYECHKUX
YPABUENUN TPETLEA W YETBEPTON CTEIIEHU

HOCED YANKA (Josef Cajka)

(Mocrymiao B pegaxumio 6/V 1957 r.)

B npemuaraemoit crarse peys MECT O MeTojc HPuONH/KEHHOTO penieHus
YNCACHHBIX aidre0panuecRUX ypaBHcuuil Tpersell u verseproi crenenu. OcHon-
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Hast njaesd paboThl COCTOUT B JIGTICHITI aire0pauTcckoro NojiHioMa ¢ BeueeTReH-
HEIMIL Roadduuuentamit f(p) = p* 4 @, 1 p" 1 4 L ayp - @y na Kkoajpar
HEHT rpexwien p? 4 Ap -+ B Ges ocrarka.

Hpupemennt Gyuwumn A = Fy(B) n A = Fy(B), rpaduuccroe pemenie ko-
TOPLIX jlaeT UpubimKenunie maveins RodQQIIHeHTor KBAJPATHOID TPCeX-
yacHa., Tounee MO0 571 KOBPPUIMCHTLL OHPCECTIUTL  UTCPATMONILIM  MC-
TOJOM.

Ropmu pemaemoro ypaguenng MO0 (0TOM JICTKO HOTYYNTH W3 KBajpat
HBIX ypapucnuit p* + Ap 4 B = 0 wnt n3 JonoaHurenbiibix COOTHOTHE Ui,
ITpumerenme METONA WINUOCTPHPOBANO 1A HECKOIBRUX HPUMCpaXx.

Zusammenfassung

BEITRAG ZUR LOSUNG DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN
' DRITTEN UND VIERTEN GRADES

JOSEF CATKA

(Eingegangen am 6. Mai 1957.)

In der vorliegenden Abhandlung wird eine Methode zur Losung der nume-
rischen algebraischen Gleichungen dritten und vierten Grades beschrieben.
Der Grundgedanke dieser Arbeit berubt auf der Division des Polynoms n-ten
Grades f(p) = p" 4+ @, p* 4+ ... + a;p + @, durch ein Polynom zweiten
Grades p* + Ap -+ B ohne Restbetrag.

Es werden zwei Funktionen 4 = F,(B) und A = F,(B) abgeleitet. Die
graphisch ermittelten Koordinaten der Schnittpunkte dieser Funktionen geben
die Niherungswerte der Beiwerte 4 und B. Diese Werte lassen sich durch
Tterationsverfahren verbessern.

Die Wurzeln der zu Iosenden Gleichung sind dann leicht aus der quadra-

tischen Gleichung p? 4 4p -+ B = 0 zu berechnen. Die beschriebene Methode
wird an einigen Beispielen illustriert.
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