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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

NOMOGRAM PRO RESENT ROVNIC CTVRTEHO STUPNE

JAROMIR VURCFELD

(Doglo dne 19. dubna 1957.) DT:612.393:518.3

V éldnku je navrZeno feSeni redInych kofenit obeené rovnice étvrtého
stupné pomoci upraveného prasetikového nomogramu pro FeSeni
rovnic stupné druhého. Jsou zde uvedena nékterd kriteria imaginarity a
reality kofent a je proveden d&iselny pifklad.

Zndmy pruasedikovy nomogram o trojndsobné soustavé piimek pro FeSeni
rovnie druhého stupné mizeme jednoduchym zptisobem upraviti na nomogram
pro Teseni rovnic stupné &tvrtého.

Obecnou rovnici ¢tvrtého stupnd

2t axd +Hbx ez F-d=0,

upravenou na tvar

x2+ax—%—(% \‘ri »}—b)‘—‘o
X X
rozlozime zavedenim parametru
d c
na dva diléf vztahy
22 4ar +z2=0, (1y
1\ 1 —¢ b—2=z ‘
), S 2 =0,
() () 7+ @

Prisedikovy nomogram vztahu (1) sestrojime podle zobrazovacich rovnic

f=a, n=2, tx+ntar=0.

Nomogram vztahu (2) mé zobrazovaci rovnice

¢ b— =z 1 1 \?
EZ“E, 772"2["” 5(*_7)+77+(j;)=0-

. 1
Z tohoto nomogramu nakreslime pouze isoplety x, které, polozime-li y = — P
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jsou totozné s isopletami prvniho nomogramu (nebot maji zobrazovaci rovnici
&y +n +y*=0).

Pro uréité x je isopleta prvniho nomogramu kolma na isopletu druhého

1
nomogramu s kotou y = — P

V prvém nomogramu isoplety o hledanych hodnotich x prochazeji body

v .. P . 1 Yy
nomogramu o souradnicich & = a, 5, = 2, zatim co isoplety — = prochdzeji

body o soufadnicich &, = — %, Ny = IL; z.

Spojnice téchto korespondujicich bodd maji rovnice

=T Mg,
2

Lze snadno dokézati, Ze této rovnici vyhovuji hodnoty

a—c b

S A S

nez4vislé na argumentu z, tj., Ze vySe uvedené spojnice bodti o soufadnicich
(&1, m)s (&3, my) prochizeji viechny bodem P o soutadnicich (&p, 7p).

Body (&1, 74), (£, %5) leZi na zdkladnich piimkéach &, = a resp. &, = — %,

jejichZ polohu urdime z koeficienti dané rovnice.

Hledané isoplety z, resp. — % urdujeme z nomogramu takto:
Danym bodem P (Sp = g—:—c, np = L) vedeme takové piimky, které
1 d 41
protnou zdkladni primky & = a, &, = — Zl v bodech, jimiZz prochizeji vza-
jemné kolmé isoplety x, — %

Vsechny isoplety x, které této podmince vyhovuji, jsou redlnymi kofeny
rovnice Gtvrtého stupné.

Mame-li tudiz zobrazenu soustavu p¥imkovych isoplet, znimého nomo-
gramu pro feSeni rovnic druhého stupné v aritmetické posloupnosti a soustavu
piisludnych isoplet k nim kolmych, tj. isoplet o hodnotach

x=-4+0, +1, 42, 43 atd,
1
‘—;:?CD, :Flv :F?Z: ?%atd,
je snadné interpolaci nalézti mezi nimi takové dvojice kolmych isoplet, jejichZ
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c > MY ..
prisediky s ptimkami & = a, & = — — maji tu vlastnost, Ze jejich spojnic

d
‘o v v a—c b
prochazi bodem P o soufadnicich | &, = -—, np = 5——].
d-+1 d-+1

K snadnému vyhledani vyslednych dvojic kolmyech isoplet piispiva skuteé-
nost, %e vzajemnd kolmé isoplety se protinaji na pi{mee o rovnici = — 1,
kterd je Yidiel primkou obalové paraboly obou vzijemné kolmych soustav

I y

isoplet o rovniei £2 = 4n.

Provedeme-li rozbor popsaného fefeni rovnic &tvrtého stupné se zietelem
na proménu absolutniho élenu d, zjistime, Ze, dosdhne-li ¢len d hodnoty d = 0,
prechézi rovnice étvrtého stupné na rovniei stupné tietiho

2 ax?+br--c=0.

% bude mit potom rovnici & = — f) = — o, tj.
vzdali se do nekonetna a zdkladni bod P bude mit soutadnice &, = a — ¢,
np = b.

Nomogram rovnic &tvrtého stupné piejde tim na zndmy dotykovy nomogram
Massau-tv, Fesici obecnou rovnici stupné tretfho. Dosdhne-li koneéné i tlen
¢ pivodni rovnice ¢tvrtého stupné hodnoty ¢ = 0, piejde rovnice étvrtého
stupné na rovnici druhého stupné 2? -- axz + b = 0 a zakladni piimka &, =

=— % bude miti hodnotu & = — g , tj. libovolnou polohu a zakladni pFimka

Zakladni pfimka &, = —

& = a bude prochazeti bodem P o soufadnicich £, = @, np = D.

Nomogram rovnic $tvrtého stupné piejde tim na znamy praseéikovy nomo-
gram pro Fefeni rovnic stupné druhého.

Sledujme dal$i zivislosti poloh obou zakladnich piimek a bodu P na hod-
notach koeficientt rovnice étvrtého stupné.

P¥ d = — 1 obdrZime

pro zdkladni primky:

& =a, ,53:_3:'}‘6;
pro zakladni bod P:
a—c b
P= g = R e == 0,

tj. bod P je v nekoneénu a obé¢ zdkladni ptimky jsou v koneénu. V tomto p¥i-
padé zndme smér spojnice korespondujicich bod&t na zakladnich pfimkéch

Np b y U (1 IR
&y, &, 1) ;4 = ——— oL umoziuje normalni postup vyhledani kofent =,
P - v
1

x

Pri dalsim rozboru rovnice ¢tvrtého stupné uvazme ptipad ¢ = — —

o
| &
(11



Zde plati soudasné vidy
a—c c
, - —a,

PRI T4

tj. splynou-li obé zakladni pfimky v jedinou, lezi na nich téz vidy i bod P.

&

. _— 1 . Ly "
Vyhledant kofent x, — . provede se zde na zakladé skuteénosti, Ze pomér

. . - 1 . : .
vzdalenosti korespondujicich bodu isoplet z a — . od bodu P je zndmy arovna

N . s
se vzdy 1 COZ se da snadno dokéazati.

Plati zde totiZz obecné, Ze
a—c¢c —¢ a—e
W—T:a——d—_;-i:dzl.

Zvla&tnim p¥fpadem této skupiny jsou rovnice bikvadratické, kde a = ¢ = 0,
jejichZ Yfefeni je stejné, jako v predchozim piipadé, s tim rozdilem pouze, zZe
zakladni pfimka &, = a splyva s osou 7.

NavrZeného nomogramu pro fefeni rovnic étvrtého stupné je moino téx
pouziti ke zjisténi nékterych kriterii pro posouzeni imaginarity nebo reality
kofenti.

K tomu dlelu vyhledejme nejprve kriterium dvou dvojnasobnych kofent.
Ze vztahti mezi kofeny a koeficienty rovnice &étvrtého stupné se dvéma dvoj-
nasobnymi koteny

a = — 2(x; -+ @) , ¢ = — 2(2; -+ @) 125,
b= 2] + af + 4o, d =z},

plyne poloha zakladnich primek

fi=a=—2x +2), &=—,;=2 —*

a zakladniho bodu P

Car i
a vztahy zdkladniho bodu a zdkladnich pfimek

I
fp—'_z:ﬁf:igg(& + &), 77P:‘§—%é_§2“§g (5152"'2)
Z téchto vztahl, vyloutenim jedné proménné &, nebo &, lze odvoditi, Ze p¥i
zméné poloh obou zakladnich piimek &,, &, jest geometrickym mistem kores-
pondujiciho bodu P o soutadnicich &P, P soustava elips, konfokalnich se zé-

kladni parabolou isoplet o rovnici
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NOMOGRAM
PRO RESENI ROVNIC 4 STUPNE Xx*+ax’ebx®scx+d =0
KLIC PRIKLAD

3 2
X + 35X ~7IB75% + 175¢ +0,9375 =0
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3
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E2(EL + 64) + 52 328 + En(— 8E] - 64&)— E(8E] 4 64£,) —
— (328 + 4£) = 0.

Pii tom kazdé hodnoté £, nebo &, piisludi jeding elipsa, bodu P pak jejich pri-
sedik. Prisediky téchto elips jsou vidy dva redlné a dva imagindrné. Jeden
z realnych priasecikid jest vrchol zakladni paraboly, druhy, redlny, urdujici
bod P pro dva dvojnisobné kofeny rovnice étvrtého stupné, lezi vidy mezi
piimkami &, &,.

Hledejme dal&i ohraniéeni oblasti dvou dvojndsobnych kofent zjisténim
obalové ¢ary uvedené soustavy elips.

Tuto obalovou ¢aru miZeme urditi jako geometrické misto praseéika elips
nekonecné blizkych.

Polozme proto & = &, a obdrzime

p=S1s NMp =gy T
a rovniei obalové Sary konfokalnich elips
&p=8(np + 1)
Tato parabola druhého stupné, kterd je rovnéz konfokdlni s obalovou darou

. 1 .. . v s ey o
isoplet #, — — nomogramu, o rovnici &2 = 47, jest tudiz hranici viech bodi P,
x

urtujicich dva dvojnisobné kofeny rovnic 4. stupné.
K wurdeni kriterii imaginarity uvaZme, Ze dva dvojnisobné kofeny jsou
krajnim p¥ipadem dvou dvojic kofentt komplexné sdruZenych

ry=a-+fi, ¥y=a—fi, va=p+6, =y —&
pro
=0, 6=0,
tj. predstavuji piechod ze ¢tyt kofenti imagindrnych na étyii kofeny realné.

Proto téz obalova 8ara vsech bodt P, uréujicich dva dvojnisobné koteny
4. stupné je hranici ¢tyt kofenti imagindrnych a ¢ty kofenti redlnych.

Plocha uvniti paraboly &2 = 8(» + 1), omezena piimkami &, &,, uréuje
tudiz kromé oblasti dvou kofenti dvojndsobnych, téZ jedinou moznou oblast
vyskytu viech étyi korent imaginarnych.

Toto kriterium neplati sice téz ve smyslu opadném, tj., Ze vSechny body P
uvniti vyse uvedené plochy by uréovaly pouze kofeny imaginirné, miize viak
ve vétding piipada poskytnouti rychlou informaci, zda véechny kofeny nejsou
imagindrné.

Pro objasnéni postupu feeni redlnych kofentt byl proveden v nomogramu
(obr. 1) ¢iselny piiklad

@t -+ 3,52% — 7,18752% - 1,75z + 0,9375 = 0 .




Zjistime polohu zikladnich pfimek,

51:a:+3155

c 1,75
A < M ¥ 1
Z d 0,9375 ’
a zakladniho bodu P
a—¢ 3,6 — L75 .
=TT o981 41 T %999
b — 17,1875
ey e X AN T
Rovnice ma ¢tyfi redlné kofeny
xlz_i: xzz_{,_%, x3:+1: I‘I:-—E”

jejichz isoplety jsou v nomogramu vyznadeny silnou tarou.

LITERATURA

[1] V. Hrudka: Polet graficky a graficko-mechanicky, Praha 1952.
[2] V. Pleskot: Nomografie a graficky pocet v technické praxi, Praha 1956.

- Peswowme

HOMOTPAMMA JIJIST PENIEIINST YPABHEHUI
YETBEPTON CTENEHH

SIPOMUP BYPHOENB (Jaromir Vurefeld)

(ITocrymuao B pegaxmmo 19/IV 1957 r.)

OGmee ypaprerne gerseproro mopsara af -- ax® -+ bz 4+ cx + d = 0 pas-
' ¢ d

JIOKUM TPU  [OMOMM BCIOMOIaTenbHoro napamerpa 2z =0 + — 4 - Ha
x

JBA ypaBHEHMs BTOPOM Crellenm:

2?2+ ar+z2=0, (1)

) e e

ITH ypaBHEDUSA MOryT OLITH rpadUuecKn IpecTaBIcHsl ABYMs HOMOTPAMMAaMH,
COCTABJIEHHEIMI W3 HCPCCEKAIONIMXCSI NPsAMLIX, 3aKI093I0NAX TPU CHCTEME
TIPAMONUHENHLIX K30TJIeT, NPUUCM OfIHA 113 STHX HOMOTPAMM 3aKII0¥AET M30-

1
TJICTREI X, @ BTOpPasg — M3OIJICTLI — ; .



CoenmezB oGe HOMOTPAMMEL B OJHY ¢ O0MEMA KOOPAXHATHEIMA ocaAMH &, 7, O~
Ay9AM HCKOMYI HOMOTpaMMY JWIA DelleHHs yPaBHEHMM HYeTBePTOHd CcTeIeHH.

Wzomnersl o6enmX mepBOHAYANHLHO MOCTPOCHHEIX HOMOTDAMM, O3HAUGHHbIE
OTMETHAMM WICKOMEIX BeJIMUMH &, B3AUMHO IePIeHIAKYIAPHE U ciyxar 06o-
J09KOH OHOH W TOH e Mapaboibl Broporo mopafKa &2 = 4y,

Hzonmers « cmereMsl, pefcTaBIAmeN ypapEeRAe BTOPO# cTenenn (1), mpo-
XOMAT Yepe3 TOUKH ¢ KOODIMHATAMHM:

gi=a, py==z2.
1 . o
Wzonnerst — ; CHCTeMS, IPefCTABIAIONICH YPaBHeHUE BTOPON CTeCHH

(2), npoxoJAT Yepe3 TOUKA ¢ KOOPIEHATAME:

c b—=z
52:—'&_7 nﬁz—dJ *

Jlaa ofemX 5THX TOYCK H3BECTHHI OTPE3KH @ I — % .

MO;‘KHO HOKa3arTh, 4ToO IIpHMaﬂ, coeqmHAOMAA 9TH TOYKH, BCerga HPOXOIUZ[T
a—c b
i+1r PT a1
o6¢ToATenBCTBE OCHOBAHO PelIeHHe YPABHOHMH 4eTBepTOHd CTeleHH.

ITo KosdfmumenTam TaHBOTO YPaBHCHAA HEIOCPEACTBEHHO OCTPONM IPAMbIE

gepes TouRy P ¢ xoopmumHaramm £p = Ha mocmemmem

c
f=a, = — 7 T TOUKy P, a zareM HaliteM Te B3aEMHO LePIEHIAKYJIAPHEE
1 c
M3OIJIETE ¥, — —, KOTODHe IEPECeKAlOTCs ¢ NPAMBIME (i=a, &= -

B TAKEX TOYKAX, YTO HPAMEE, COEIUHAIONAE HX, HPOXORAT Yepes M3BECTHYIO
Toury P. _

UpcaeHEble OTMETKE HAWJEHHHEX TAKAM 06PasoM W30IUIET & ONPeNEeNAioT
HCKOMEIE TeHCTBHTEILHEE KOPHI YPABHEHHS YeTBEPTOU CTEmeHM.

HomorpaMmoil MOKHO TarKe BOCHOJIBL30BATLCA KAK YAOGHBEIM KpUTEpUEM
JJIg yCTAHOBJIEHHs, He ABIAITCH JIY Bece KOPHHE YPABHEHUS YeTBePTOH CTeHeHN
MHUMEIMH, T. €. He AMeeT 4 JaHHOe ypaBHEeHAe IBe LAaphl KOMIUICKCHO COMpS-
JKEHHKIX KOpHeH.

MoskHO 10KasaTh, YTO B Ciy4ae YPaBHEHWHA, BCC KOPHR KOTOPOTO ABIAIOTCA
MHEMEIMA YECIAMH, TOYKa P Bcerpga JOmAT BHYTpH OGJACTH, OrpPaHHYeHHOM
npameMa &, = @, & = ——% n napabosoit £2 = 8(y + 1).

Idra papabosa, EMemas ofbmmi Qoryc ¢ napafoiod, 060N0YKON KOTOPOIL

1
cJay;aT H30IJeThl ' 1 — “5, 3apuCcOBaHa B HOMOTPaMMe YEePTOYKAMH.

OlIHaKO HpHBE}IeHHHﬁ IOPU3HAK MOMKHO B O6H.(6M HCNOJIb30BaTh TOJBKO B OT-
punaTesibHOM CMBEICJIC.
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B ragecTBe puMepa Ha IPHMeHeHHe HOMOIPAMME B HeH OTMCYEHO pelneHme
ypaBueHus x* -+ 3,52% — 7,1875x% 4 1,75z + 0,9375 = 0, Bce KOPHKM KOTOPOTO
— OedCTBATEJLHBIC THCJA:

v=—1%, w=+4%, Hm=+1, z,=—5.

’

Zusammenfassung

EIN NOMOGRAMM FUR DIE LOSUNG VON GLEICHUNGEN
VIERTEN GRADES

JAROMIR VURCFELD

(Eingegangen am 19. April 1957.)

Die allgemeine Gleichung vierten Grades z* - ax® b2 +cx +d =0

zerlegen wir durch die Einfithrung eines Hilfsparameters z = 6 4- -;4 + i

zwei Gleichungen zweiten Grades:

2 far-2=0, (1)

R I L

Diese Gleichungen stellen wir durch zwei Schnittpunktsnomogramme dreier
gerader Nomogrammleiter dar, wobei ein Nomogramm die z-Isoplethen und das

zweite die — %—Isoplethen darstellt.

Fassen wir beide Nomogramme in ein einziges mit gemeinsamen Koordi-
natenachsen ¢, %, so erhalten wir das gesuchte Nomogramm fiir die Losung
der Gleichungen vierten Grades.

Die Isoplethen beider urspriinglicher Nomogramme, kotiert mit den ge-
suchten Werten x, stehen aufeinander senkrecht und umbhiillen dieselbe
Parabel zweiten Grades von der Gleichung &2 = 4.

Die Isoplethen des z-Systems, welche die erste Gleichung zweiten Grades (1)
darstellen, gehen durch die Punkte mit den Koordinaten

qi=a, na==2.
1 . . .
Die Isoplethen des — l—_-Systems, welche die zweite Gleichung zweiten

Grades (2) darstellen, gehen durch die Punkte

_b—2z
’ 772_" d .

82:

&l o
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Fiir diese beiden Punkte sind die Achsenabschnitte @, — —Z- bekannt.

Es lasst sich beweisen, dass die Verbindungslinie dieser Punkte immer durch
den Punkt P geht, der die Achsenkoordinaten

a4 — C

b
g T g

Die Losung der Gleichungen vierten Grades liegt diesen Tatsache zugrunde.

Aus den Koeffizienten dieser Gleichung finden wir direkt die Lage der Ge-

raden & = a, &, = — % und des Punktes P und suchen solche aufeinander

1
senkrecht stehende x, — . -Isoplethen aus, welcheander Geraden &, = a, &, =

= — % solche Punkte bestimmen, deren Verbindungslinie durch den bekannten

Punkt P geht.

Die Koten der so gefundenen xz-Isoplethen bestimmen die gesuchten reellen
Wurzeln der Gleichung vierten Grades.

Das Nomogramm lésst sich auch als rasches Kriterium fiir die Feststellung
beniitzen, ob nicht alle Wurzeln der Gleichung imaginir, sind d. h. ob die
Gleichung nicht zwei Paare konjugierter komplexer Wurzeln hat.

Es lasst sich beweisen, dass bei Gleichungen, derensimtliche Wurzeln komplex
sind, der Punkt P immer innerhalb der Fliche liegt, die durch die Geraden

&L =a, & = —‘% und die Parabel &2 = 8(n + 1) begrenzt wird.

1
Diese Parabel, welche mit der Umbhiillungsparabel der x, — = -Isoplethen

konfokal ist, ist im Nomogramm gestrichelt dargestellt.

Das angegebene Kriterium kann man allgemein nur im negativen Sinne
anwenden.

Als Beispiel fiir die Anwendung des Nomogramms ist in ihm die Losung der
Gleichung x* + 3,562% — 7,1875x% -- 1,752 + 0,9375 = 0 eingezeichnet, deren
simtliche Wurzeln reell sind:

1 — 3 - —
Ty = — g, =43, =41, x,=—05.
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