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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 3

OTEPLOVANT DESEK A TY([ KONECNE DELKY S VNITRNIM
VYVINEM TEPLA, PRI JEDNOROZMERNEM RESENT PROUDENI
TEPLA

ARNOST KESSLER
(Doslo dne 25. kvétna 1956.) DT:536.21

V préci jsou FeSeny nékteré symetrické ulohy neustdleného jedno-
rozmérného vedeni tepla v deskdch (tyéich) koneéné délky s wvnitt-
nim vyvinem tepla a to pro tfi druhy okrajovych podminek a nulovou
podatedni teplotu. Vyvin tepla se predpoklidd konstantni nebo line-
4rné zdvisly na teploté. V zdvéru price je problém rozieSen pro dvojici
navzdjem hrani¢icich desek s idedlnfm dotykem.

1. Uvod

Radu problémii vedeni tepla [1], [2], [3] zejména v elektrotechnice [4] a p¥i
vysokofrekventnim ohtevu, lze redukovat na oteplovani desek v jednom
sméru koneéné dlouhych a tydi konedné délky, s vnitfnim vyvinem tepla.
Jsou to pFipady, kdy jsou viechny tepelné spady, mimo spadu ve sméru koned-
né délky, vzhledem k rozmértim, tepelnym vodivostem a chlazeni, zanedba-
telné. Matematicky jsou tyto ukoly formulovany nehomogennimi linedrnimi
parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi druhého fddu s konstantnimi koefi-
cienty. V této praci budeme Yeit dva typy téchto rovnic, pii riznych okrajo-
vych podminkach pomoci Laplaceovy transformace [1], [3], [5]. Jak ukdZzeme,
dovoluje tento postup nalézt piimo fefeni, které vyhovuje zadanym podated-
nim a okrajovym podminkam. '

2. Odvozeni parciilni diferencialni rovnice pro jednorozmérné proudéni tepla
s vnitfnim vyvinem tepla

Méjme ty¢ nebo desku (obr. 1) stdlého prifezu P [em?], v niZ se po celé délce
vyviji rovnomérné teplo. Toto teplo se odvadi jednak podélnym smérem ,
jednak p¥imo z povrchu tyde. Tepelné spidy v prifezu tyce zanedbavime
a proto stadi sledovat proudéni tepla ve sméru podélném, t. j. ve sméru osy x.

Pro elementarni délkovy tsek tyde Az, v libovolném misté z, pak mame
v kazdém dasovém okamziku rovnovahu mezi tepelnym tokem @, ktery
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. . . , oy . Ax
vstupuje do uvaZovaného tseku tyde prufezem v bodé (xo — --_7), tokem

ktery vystupuje z prifezu v bodé [z, vyvijenym tepelnym vykonem

5]
z. P . Ax, kde z [W/[em?] je teplo vyvinuté v jednotkovém objemu kaZdou
vtefinu, ddle teplem, odvedenym za selkundu s povrchu a teplem spot¥ebovanym
za, sekundu na ohfev uvazZovaného objemu
tyde PAx. U el

Oznadime-li U(z, v) otepleni nad okoli
v misté x a v aset[sek] a je-li A[W/°C em]
tepelnd vodivost tyde, pak podle Fourie-
rova zakona veden{ tepla dostavime pro

, - Ks)
tepelny tok @ v bodé (-770 —_ %) U=l .[;’2
Ax x fem]
Q (xu — 5 T) =
. 1 G
:—ZPUx(mo—%;r)) T'rl
8z + 27 | £ a—p i —ba £
a v bodé x, + - Va —>p T
A 0 Ax
] X
Q (% + “zf ; r) = b .
——ZPUx(xO+-ATf;T). Obr. 1.

Budeme déle predpoklddat, Ze vyvijené teplo z je linedrné zavislé na teploté?)
t. j.
2=12 [1 4]“ “[](x()) T)] 3

kde & [1/°C] je teplotni soudinitel, zdvisly na materidlu tyce. ;

Dale oznadime O [em] obvod prifezu tyde, &, [W/em? °C] koeficient piestupu
tepla s povrchu tyte. Pro @, t. j. teplo odvadéné za vtefinu s povrchu tyde
plati @, = O . dx .9, . U(x,, 7)%).

Loau o -1,
1) Naddle znaci U, = v Upg = — & U, = — .
¢ ¢ o

2) Napt. teplo, vyvinuté elektrickym proudem ve vodidi za vtefinu, zdvisi na teploté
vodite vztahem z = o2 . p = o®g(1 + alU), kde o [A/em?] je proudovd hustota a p speci-
ficky odpor krychle vodiée o hrané 1 cm.

3) Pri umélém chlazeni ofukovdnim, nebo pti chlazeni kapalinou nezdvisi koeficient
pfestupu tepla &, na teploté chlazeného povrchu. P¥i chlazeni prirozenou konvekei nebo
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Koneénd bude tepelny vykon Qs potfebny na ohfev uvazovaného ele-
mentirniho objemu tyde, ddn kalorimetrickou rovmici. Oznaéme hustotu
e [g/em?®] a specifické teplo materidlu tycée ¢ [W sek/g °C]. ProtoZe dasovy pii-
rastek teploty je dan diferencidlnim kvocientem teploty U, (x, t), mdme

Qopier =0 - P . A . ¢ . U (0, 7) .

Sestavime-li rovnici, kterd popisuje rovnovdhu piivedeného, odvedeného,
vyvinutého a na ohfev spottebovaného tepla z pifslusnych vyrazi, opatienych
piisludnymi znaménky, mdme pro energetickou bilanci elementédrntho tseku
tyde

Ax 4
ZP[—— Ux(xo— —2—;1:) +Um(x0+—;;r)]—g.P.Ax.c.Uf(xo,r)—-
— 0.0 . Az . Uy . 1) + 20 [1 + aUxg, 7)] . P. Az = 0.

-0 Vydélime-li rovnici vyrazem P .1.Ax a
? provedeme-li limitu Ax— 0, obdrZime po

7 , 7 usporadani hledanou diferencidlni rovniei.
= A= 0\‘_-’
[ yeoid

. 1 1 2
U:"m(x’ T) - K UT(x! T) + E U(x, ‘L') = — -}{! ,
‘}0 - £ kde ' (1)
obe. 2 l = a ml« L 19_19
K 2 h Y

Neni-li ty¢ nebo deska na povrchu chlazena (obr. 2) a z nenf z4vislé na teplotg,
redukuje se pfedchozi diferencidlni rovnice na tvar

. 1 z .
U:cx(xﬂ T) - R_ UT(:E, T) = 70 . (2)
Jak patrno, piechdzeji parcidlni diferenciélni rovnice (1) a (2) pro z =0
v zndmou rovnici pro vedeni tepla?).

4
sdldnim jiZ na teploté zavisi. Pro nepiili§ vysoké teploty U zévisi #, pfiblizng na VU ,
takZe naSe tvahy, kde uvazujeme ¥, na teplotd nezdvislé, plati ptiblizné i pro tyto pii-
pady.

Jeli ty¢ tepelné isolovéna vrstvami materidld o sildch d; [em] a o tepelnych vodi-
vostech 1;, tak, %e se ptestup tepla realisuje vedenfm pies tyto vrstvy a pak teprve
1
T «d,
& Ay

Sou¢asné poznamendvime, Ze vyraz @, = ... nenisamozfejmé zcela exaktni a vyplyvd
ze zanedbani rozdflu teplot v ose a na povrchu, jak jiZ tvodem bylo feéeno.

prestupem do okoli, plati pro vysledny koeficient prichodu tepla 19{, 19; =

%) Viz napt. Jiskos [3], str. 71, CARLSLAW a JAEGER [1], str. 75.

192




3. Pocateéni a okrajové podminky

Nez piikro¢ime k vlastnimu FeSeni rovnie (1) a (2), musime jesté, podle toho,
které konkrétni piipady checeme Fesit, uréit okrajové a podatedni podminky.
Podateéni podminku zvolime tak, ze v dase v = 0 je teplota po celé délce
tyde rovna teploté okoli, tj. U(x, 0) = 0. Dale zvolime pro podatek tyde u viech
pFipadl, které budeme fedit, podminku U,(0, v) = 0. T. zn., Ze jde o problém
symetricky®). Pokud jde o zbyvajici okrajovou podminku na koneci tyde,
budeme rozliSovat®) okrajové podminky prvniho az étvrtého druhu.

) M—)a i 7 _‘lm TE "’ ""7 7>\2 ;
Fo y {, x
— ; X

Pti okrajové podmince prvého druhu je predepsin &asovy priubeh teploty
na konei tyde. Je-li délka tyde I, bude okrajovd podminka prvniho druhu tvaru

U, 7) = f(r)

Pii okrajové podmince druhého druhu je piedepsan tepelny tok, prostupujici
koncem tyce
— 2. []:c(l’ T) = f(T) .

Pfi okrajové podmince tietiho druhu je predepsén tepelny tok okrajovou
plochou jako funkce teploty v o =l a koeficientu pfestupu tepla ¢. (Predsta-
vuje soudasné zvlastni pripad okrajové podminky druhého druhu)

— 2. U v)y=9¢.U(lr7).

Pti okrajové podmince &tvrtého druhu je pfedepsédna rovnost teplot pfi roz-
hrani dvou téles a rovnost tepelného toku vystupujictho z jednoho télesa do
druhého.
Ul,r) =U'(0,7); AU )= AU,0,1).
V nisledujici tabulce 1 uvadime ¥adu piipada s jednoduchymi okrajovymi
podminkami viech étyf druhi. Okrajové podminky jsou voleny hlavné s ohle-
dem na vypodty oteplovani elektrickych stroji.

5) Problém nazyvdme symetrickym, jsou-li 0bé okrajové podminky stejné. Zvolime-li
pak misto osy symetrie za poddtek souiadnic, bude platit U(x, 1) = U(— =, 7). Pak stadi
prirozend Fesit pribéh otepleni pro kladnd z. Stejné plati oviem, jestliZe pfedpokladdme
pocitek tyce za topelné dokonale isolovany.

%) Podle JImxosa [3], str. 24.
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4. Postup FeSeni

Nejprve probereme cely postup feSeni v hrubych rysech. Parcidlni diferen-
cialni rovnice, representujici feSeny piipad, transformujeme (provedeme La-
placeovu transformaci) podle proménné = a vyjadiime obraz hledaného FeSeni
U(x, 7) explicitné. Inversni Laplaceovou transformaci nalezneme pak original
hledaného Fefeni. Konedné pievedeme nalezené feSeni na tvar bezrozmérné
kriteridlni rovnice. Jak pozdéji jedté ukaZeme, je mezi jednotlivymi piipady
souvislost takového druhu, Ze fada piipadii vznikd vlastné specialisaci nékte-
rého obecnéjsiho piipadu. T. zn., Ze vznika tim, %e néktery z parametr nabyva
gpecidlni hodnoty napt. nuly, jedné, nebo tim, Ze néktery z parametri roste
nad v8echny meze. Jakmile uréime blize takovou souvislost mezi riznymi
piipady, staéi Feit shora uvedenym postupem piipad nejobecn&jii. Ostatni
pak nalézame jako limitu pro specidlni hodnotu nékterého z parametra ¥eSeni
obecnéjiiho.

Pro struénost uvidime v dal8im pouze praktické feseni pro piipad 1 z tab. 1.
Postup feSeni ostatnich obeenéjfich piipadt a odvozeni specidlnéjiich uva-
dime v dodatku.

7} Podobné pripady jsou refeny:

Jdwros [3]: str. 263, 47\ b 4, % 0°C, U, 0) =i, % t,, Uy0,7) = 0,

Uy l,t) =8/At, — U, 7)], 2 = ko st.

Q=0
i
CarLsLAW [1]: str. 108, < f_> U(x, 0) = 0, =z = konst.
0°C 0°C
Q=0
B, A B,
str. 109, 4»‘ % » kde ¥, znadi prestup tepla séldnim a
o Ufx, 0) = 0; z = konst.
By
4
str. 137, <‘|7 “-—p Uz, 0) = 0; 2 = konst.
0 OC’ - wV“"—-—A() OC

8) Je-li tyé na povrchu nebo na konci krytd tepelné isolujicimi vrstvami u nichZ
tepelnou kapacitu lze zanedbat, plati pozndmka 3).

%) V piipadé 4 v dasledku okrajovych podminek neveznikd #4dné proudéni tepla ve
sméru osy a nejednd se tudiZ jix ve vlastnim slova smyslu o jednorozmérné proudéni
tepla. Jiné okrajové podminky druhého druhu vS8ak nemaji technicky vyznam.

10) Pro okrajové podminky étvrtého druhu je veliky potet moZnych kombinaci. Zvo-
leny byly (aZ na 6) pouze kombinace z obou diferencidlnich rovnic pfi ostatnich pod-
minkdch symetrickych.
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Vypodéet feseni ptipadu 1. Zadani ptipadu 1 je, znatime-li z misto z,
1 2
Ua‘ac(x: t) - 7{‘ U'r(x; T) = 'Z ’ (3)
Uz, 0) =0, Uy(0,7) =0, U(l,7) = 0.
Provedeme-li Laplaceovu transformaci vzhledem k proménné 1), obdriime,
znadi-li u{z, p) obraz origindlu U(z, ),
Ul D) — ¢* - ula, D) 5 Ular, 0) = — - = (4)
X ’ b K p 2 ?

kde ¢* = p/K, Re p > 0. Obraz okrajovych podminek bude
u(0,p) =0 a ul,p)=0. (42)
Po dosazeni za U(z, 0) z poditeénich podminek se rovnice (4) redukuje na tvar
(neptihlédneme-li k parametru p a k vyznamu ¢?) dobfe znidmé diferencialni
rovnice ustaleného vedeni tepla v ty¢i o konedné délce s vnitinim vyvinem

tepla, na povrchu chlazené'?), Jako obecné feseni nalézdme

z 1 z 1 b
— e — PR e gl . 5
u(x, p) 7 -+ (a 7 pqz) coshgx - p sinh gz (5)
Nezndmou konstantu b uréime z obrazu prvni okrajové podminky (4a)
u,(0, p) = 0, jako b = 0.

Nezndmou konstantu @ uréime snadno dosazenim z obrazu druhé okrajové
podminky (vzorec (4a)). Mame

z 1= z 1
u(l,p)sz' +(a472—)q—2)coshql:0,

takZe pro a obdrzime

a— z 1 1 1
T Apg? cosh ¢!
Dosazenim do (5) za a i b obdrZime
P
hi/ =.
z 1 cosh qx zK 1 €08 VK v
u(z,p):—_f,- ] — 22 | =22_-_11-— — . (6)
A pg? cosh ¢l A PP P
cosh |/ = .1
K
o7 du .
1) Predpoklad4 se, Ze L {—~} =1 atd., takZe jenutno ovétovat, zda ,,fefeni* vskutku
ox dx

feSenim je. Pokud se tyks béznych transformaci poukazujeme na uvedenou literaturu.
%) Viz napt. Hax [4].

196




Origindl funkce u(x, p), tj. hledané fefeni diferencidlni rovnice, obdriime na
zakladé inversniho theoremu!?) jako komplexni integral

y+iB
1
U, 1) = 5o ;ml f et Lu(x, 0)ds, y>0. (7)
y—iB

Misto p piSeme {, abychom zduraznili, Ze proménnou p povazujeme za kom-
plexni.

Pii integraci nutno zvolit y tak veliké, aby v8echny pdly integrandu lezely
vlevo od tary {y — if,y + if).

Vypotteme nyni komplexni inversni integraly, které obdriime po dosazeni

(6) do (7).

y+if y+iB V
cosh
it a2
U, 1) = —tim P8 | Cqr 2K | @ K . (Ta)

278 g | A £z A I
i’ cosh]/ 4
y—if Coy—id

Hodnota integrili je v nafem piipadé rovna sumé residui'®) v pélech funkce
u(z, £) e¢7. Prvy integrand mé pdl druhého fadu v bodé { = 0. Rozvineme-li
integrand v Laurentovu ¥adu?®) v okoli bodu { = 0, mdme
‘T r272

T T o

etr _ _ !
EZ’:. 1+ZA<7”— - , ¢Z+c+§+"'

Residuum v bodé { = 0 je rovno koeficientu A_; v Laurentové fadé v okoli
bodu ¢ = 0 a méame

Ay =1. 19

13) Nap¥. CHURCHILL [5], str. 157. — AniZ bychom to v dal§im zd@raznili, budeme
vzdy hledat takovd konedna feSenf, aby uvnitt dané oblasti méla dvé spojité derivace
a byla splnéna diferencidlni rovnice. Pokud jde o okrajové podminky, budeme Zddat od
feSeni, aby derivace vyskytujici se v okrajovych podminkdch a funkce samabyly spojité
prodluZitelné na hranici oblasti k pfislusnym okrajovym hodnotam. Ddle otekdvdme,
Ze budou splnény podminky, nutné k dikazu unicity FeSeni.

1) Viz napi. M. A. Jlappenrser a B. B. lllaGar, [6], str. 423.

15) Viz napt. J. J. Privavov [7], str. 243.

2K 1
16) Je tedy origindl k obrazu — . —
A p?

2K 1 2K
— Lty —r = — .7.
A p? A

Tuto funkei a jeji obraz nalezneme v jiz citovaném piehledu Laplaceovych transformaci,
CHURCHILL [5], str. 295.
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Druhy integrand ma také pél druhého ¥adu v bodd == 0 a dal¥{ pély prvého

&n
K-

Cn

t4du v bodech ¢ = ¢, pro né% cosh 1= 0. Proto¥e plati cosh (2n—1) -

.7 .,
iy =0, dostavame pro £, ze vztahu

3, ...

l—(2n~1)z— kde n =1, 2,

K(2n — 1) 72
4]z
Residuum v bodé ¢ = 0 je déno opét koeficientem A_, v Laurentovd fadé

Cn:'—

v okoli bodu ¢ = 0. Rozvineme-li coshv X, eoshV—l a.ez"vra,dyvokoh
bodu ¢ = 0 mame .
coshV .x
coshVK.l
g ‘, ¢\
- x| Vi
e JIAm = .
Vi) (V )
)
K
+

a + ...

CZTZ
_(1+1!+ 91 ) (1+ ¢ (22 — 1) 4 ..
o ze 21K

1 1

1 2
:ZE—‘_f[ﬁ(x "12)+T)]+

Pro residuum v bodé { = 0 tedy mame

1
A_1=T+§K($2——ZZ).

Pro residua v pélech prvého fadu ¢ = , plat?

5115
tn [qo(:) IR) N

ot coshv% Lx e“ cosh V ¢ .z
g z
E cosh ‘l/z , Slnh'v __ ken-1)

{=Cn

tedy
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Po dosazeni za {, mame koneéné s ohledem na sinh ¢z = isin x atd. pro re-
sidua v pélech &,

% 0 [__ K(@n — 19 a? ' T]
. (___ 1)n+1

1672

2n— 1)=&
e .x

2l

G — 1 . cos

Dosazenim T Res za integral ve vzorei (7a) obdrZime konedné feSeni pii-
padu 1,

z

T{( 1 —_ 2 2)
Uz, 1) = o (I — 2?)
exp [_ A2n — 1)2 72 T]
"16 zI2 : 4iPpc 2n — V)=
—_ _ 1 = S
=y (— L)n+1, @n — 1) . cos 5 z. (8)

Zavedeni kriterii podobnosti a obecné kriteridlni rovnice.
Reseni diferencialni rovnice (3) pro okrajové podminky prvého druhu lze vy-
jadrit jesté obecnéji, zavedenim kriterii podobnosti. Je totii evidentni, Ze
pro fadu réznych hodnot parametri a proménnych, miZzeme obdriet stejny
giselny vysledek. To se v souhlase s dimensionalni analysou [9], [10] proje-
vuje existenci urditych kombinaci parametri, které jsou bezrozmérné a které
charakterisuji podobnost riznych &iselnych zaddni téZe tlohy. Reseni, vy-
jadfené bezrozmérnymi velidéinami a parametry, shrnuje pak v sobé vSechny
podobné piipady, jako funkei hodnot kriterii podobnosti.

Abychom tuto souvislost vyjadiili — a pro vétsi prehlednost vysledki —
pouZijeme nadéle pro bezrozmérné proménné a bezrozmérna kriteria zvlastni
oznadeni. (Pro dalsf vyvody tento postup ovSem nutny neni.)

Abychom Feseni rovnice (3) zobecnili, zavedeme do fedeni rovnice (8) tzv.
Fourierovo ¢islo Fy = E}E% 17) a kriterium geometrické podobnosti X = x/l.
Pak v naSem piipadé pomérné otepleni @, tj. pomér okamzité teploty v uréi-
tém misté k ustilené teploté v témze misté, je

2n — 1)% =2
exp | — ~——F——— F,
n+1

UX Py 2 o
T Im UK, F) T @ zl( 2 1 X%.(@2n —1p¢
Fs0 =
. CO8 -(2_”,.# X, 9)
: - 202
lim U(X, Fy) = 55 (1 — X?).
Fy—xm :-r}.

17) Tohoto kriteria uZivd JIsricon [3] (viz str. 41 a dalif). CARLSLAW a JAEGER [1] kri-
teria pouZivaji, ale bez zvld§tniho oznaden{, pouze ke zndzornénf grafickych vysledki.
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Funkce definovand vztahem (9) je, jak snadno ukaZeme, pfimo FeSenim
obecné kriterialni parcidlni diferencialni rovnice.

Tuto muZeme nalézt napf. dosazenim ptislusnych kriterif do rovnice (3).

d
Nasobime diferencidlni rovnici (3) {? a zavedeme F,. Mdme pak s ohledem na —1—0 =

dr
A K

o.c.l? e

’

dU(z, Fy)  — zI?
12 .Uy, Fy) — ’d—ﬁ—“ =
o

Zavedeme dile do diferencidlni rovnice kriterium geometrické podobnosti X. Mame pak

dU(X,F,) dU(X,F,) dX AU(X,F,) 1

dz dx T dx dx 1
a
‘UX,F)  @UX,F) 1
dez ax* B
tedy
212
Umz<Xs FO) - []Fn(Xs FD) = 7:' .
L s U(X, F,y) . -
MuZeme zavést 1 O(X, F) = T 18) a obdrzime posléze kriteridlni rovniei
2
— (1 — X2
a7 ( )
(1 — X?) Ogy — 4X0y — (1 — X2)Op, — 20 + 2 =0, (10)

jejiz poddteéni a okrajové podminky budou (X, 0) = 0, @,(0, Fy) = 0 a 6(1, F) = 1,
Z hlediska matematického postupu FeSeni neni ovSem kriteridlni diferencidlni rovnice
jednodussi, nez piivodni diferencidlni rovnice.

5. Vzajemn4 souvislost jednotlivich feSenyeh pripadi

Sledujeme-li jednotlivé pfipady (tab. 1) shleddme, %e nap¥. 5¢ prechézi pro
urtité hodnoty jednotlivych parametra 9, &y, « atd. v jiné p¥ipady. Zvolime-li
nap¥. ¥ = 0, obdrzime p¥ipad 4b, nebo, roste-li # nad v¥echny meze, pak za
predpokladu, Ze U,(l, 0) je konedné, blizi se U(l, T) k nule, coZ dava piipady
1 a 3. Ze vech piipadii 1 az 5¢, je 5c nejobecnéjii a obsahuje v sobé ostatni,
které lze z ného obdrieti dosazenim, specidlnich hodnot parametri. Stejné
tak obsahuji p¥ipady 6 resp. 8b v sobé ptipady 1 resp. 4a, 4b, 7a, 7b a 8a.

Toho vyuzijeme a piipady z tab. 1 vyfeSime vyfelenim t¥f nejobecnéjsich,
spolu nesouvisejicich pfipada 5c, 6a, 8b. Z nich pak odvodime teprve ostatni
piipady a to pouhym dosazenim pfislusnych hodnot parametri.

18) Uréeni lim U(z, 7) je pomérné snadné, nebot ji lze urdit z diferencidlni rovnice

=0

pro ustdlené jednorozmérné proudéni tepla.
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\\ -
\ 7, X B, A, A, A
50 Fy = 12X = B; >0 A, >0 A, >0 A4%,>=0
&b T T T 0 i 42, <0
5a v" é A, >0 0 45, >0
4b 0 = J(Fy)*) 0 3 4, >0 A%, =0
4a, 7 0 T A%, <0
3c 12X =0 o 4, >0 ‘ 45,20
— . | P

3b i w 0 v A, < 0
3a g @ 4, >0 0 A} =0
2 B, >0 0 0 0

1 v v s} 0 Q 0

*) O nezivisi na X.

Jak uZ bylo ¥edeno, postupujeme pro strutnost vykladu tak, Ze vlastni
Teseni pfipada 5¢, 6, 8b udavame v dodatku a zde analysujeme jen vysledky.

U piipadu 5¢ (srovnej 12, 12a, 12b a 12¢ a vypodet feSeni 5¢ v dodatku)
se vyskytuji mimo X a F, jests tyto bezrozmérné parametry

1) e 1o
Bi=— ’A‘_V“T'l’ A= |/ 57 -1,

A, = A2 — A%,
Sestavime pro piipady 1 aZ 5¢ tabulku a v ni vyzna¢ime jakych hodnot
nabyvaji bezrozmérné parametry piipadu 5c, aby bylo vyhovéno zadanim
pipadd 1—-5b (tab. 2). Dosadime-li nalezené hodnoty bezrozmérnych para-
metri postupné do ¥efeni 5c¢, obdrzime feseni viech dalSich piipada 1 aZ 5e.
Dosadme napf. hodnoty kriterii pro piipad 1, 4,,— 0 a B,— 0. Nejprve
urdime limitu (12) pro 4,,— 0, coz odpovida pFipadu 2. Stadi tu provést limitu
pro vyraz
4
2/ cos A, X ] ’
a5 |

i

(11)

sin 4., 4 cos A,

1 Jduiron [3], str. 40 atd.: Kriterium tepelné podobnosti (Biotovo kriterium); B,
souvigf 8 okrajovymi podminkami. Ostatni kriteria jsou nepojmenovand a souvisi piimo
s tvarem diferencidlni rovnice samotné.
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nebof g, a d, na A, nezavisi a jinak staéi ve vzorei (12) do vyrazu za sumad-
nim znaménkem prosté dosadit za 4,, nulu. Jmenovatele vyrazu (11) rozvi-
neme v fadu v okoli bodu 4,, = 0 a obdrZime, se¢teme-li vyraz pod zlomkovou
darou a provedeme-li déleni

' A%LX  A4L,X
> A

il 1
A4z, A Al AB A,
1 —WB?(A“_‘E Az )+1__13+_12_H

I

5 2 {10 Xz 1 Xz X¢
o= lra % +E) T2

Je tedy limita vyrazu (11) pro 4,,— 0 rovna
4

X2 2

1— X4

a muzeme piimo sestavit feleni pifpadu 2 (viz vzorec 18 a 18a). Nyni stadi
vypoéist limitu pro B; — co. Pro koteny 4, transcendentni rovnice 0 tg 6 = B

i

obdriime, po dosazeni za B,, §, = 0,.(B;) = (2n — 1) 5o M= 1, 2, ..., takze
limita g, bude
1
lim 8, = lim = (— 1)r+1,
B;—x Ci—w® i_ 6121(Bt) - )
)3 [1 —}— B, + B 8in d,(B;)
a -;— = 0. Dosazenim obdrzime skutecng feSeni 1 tak, jak bylo pfimo vypoéte-

no a po dosazeni kriterii vyjadieno vzorcem (9).

6. Prehled jednotlivych FeSeni
Piipad 5¢. Pomérné otepleni @ jest (jak vyplyva ze zavedeni p¥islusnych
kriterii podobnosti do vzorce 27 dodatku)

4
cos AIZX ——1 ' 21 Sn(ai - A%Z)— ‘
42,2 sin Ay, +cos 4,,

i

. Bn exp [— Fo(d] — A})] . cos 6, X, (12)

O=1-—

2
Al

202




kde ¢, = ¢, (B;) je n-tym kladnym kotenem transcendentni rovnice

otgd =B, (12a)

Dale je &

B,
Bn = 52(}3.) (12b)
[1 + B, + 02 1]sin 5,(By)
a

. ol 2 cos 4,,X B X
am U ) =57 g5, —a ———1]. (2

12 X
— g sin A, - cos 4y,
z

Pii aplikaci je oviem nutno vysetiit, zda A7, je kladné, zdporné nebo nula.
2

JestliZe plati pro nékteré d, nerovnost 62 < Af,, pak roste @ pro F; — oo nade
viechny meze, nebot exponenty pro viechny éleny sumy s indexy » =< » budou

v RT A : v, 7
kladné. PYi tom je obecné prvni kofen rovnice (12a) mensi nebo roven 7.

ProtoZe « a A jsou pevné materidlové konstanty, muze A,, piekrodit kri-
tickou hodnotu jen se vzristajici hodnotou z,. Jestlize 4,, = 0, pak precha-
zeji vzorce (12) a (12¢) v (18) a (18a), jak jiZ bylo v odstavei 5 ukazano.

Pokud A3}, < 0, pak prechézeji vzoree (12) a (12¢) ve vzorce piipadu 5b,
(13) a (13a).

A .
Navic nutno je$té dbat, Ze pro —ﬁ% sin 4,, — cos 4;, funkce U(X, F,)

1

Ay, . “ e s
roste nad viechny meze, a pro El—z sin A, > cos A,, FeSeni nema fysikalni
7

vyznam, nebot pak jistd §, << 4, (jak plyne z upravené nerovnosti A4, .
.tg 4, > B;) a O roste pro F, — o nad vSechny meze.
Ptipad 5b. Tento ptipad se lidi od pfedchoziho pouze tim, Ze se zaméni
A3, za — A, nebot 4, = 0. Pro pomérné otepleni tedy obdrzime
4

0=1—-

2 L “cosh 4,X y
A3 4, .
B sinh 4, + cosh 4,
. z 0.(0F + A2 fn exp [— Fo(07 + A3)] cos 8, X, (13)
s O\ 2
kdeito 4, a f, zlstivaji tytéz jako v predchazejicim piipadé. Dale jest
. 2 2 cosh 4,X
=, - — 1
Flolix; U F) =475 (1~ 4 (13a)

B sinh 4, + cosh 4,
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Piipad 5a. V tomto piipadé plati s ohledem na A2, = A2 vzorce (12) aZ
(12¢) ve kterych piteme jednoduse 4, misto 4,,.

A; z divodu fysikdlnich nabyva pouze hodnot kladnych. Aby FeSeni mélo
konednou hodnotu, musi viak 4, vyhovovat podminkdm, uvedenym v p¥i-
padé 5c. Rovnéz podminka % sin 4, << cos A; musi byti splnéna.

Piipad 4b. Pro fefeni tohoto pfipadu obdrzime s ohledem na B, = 0 (viz
dodatek)
O =1—exp[— Fy. (— A%)] (14)
a
. ozl 2
F!()]f}n@{](pu) = 727 . ":HT% .
(14) a (14a) plati pouze pro 43, < 0. Pro A3, = 0 roste U(X, F,) nad viechny
meze.

(14a)

Pripad 4a. Dosadime-li v pfipadé 4b 4, = 0 obdrZime FeSeni piipadu 4a:

O =1— lexp[— F,A3] (15)
a
lim U(Fy) = a2 . (15a)
F, >0 27 A2

Ptipad 3c. Reeni tohoto pfipadu obdrzime z p¥ipadu 5e¢, jestlize stano-
vime limitu vzorce (12) resp. (12b) a (12¢) pro B;-> o

) —— — - nr{l
O=1- 2 (coquX ) Z( R

Afz cos Ay,
1 2 2 »O1Q

Couor — ARy exp [— Fo(02 — A,)] . cos 6, X, (16)

kde 6, je dano rovnici
Oy = Cn—Yaz . (16a)

Dale plati
l 2 [cos A, X

]‘]nlir; U(]—’Oi _X) Afz (W 1) . (16b)

I zde nutno, stejné jako v piipadd 5¢ pii aplikaci vySetfit hodnotu A43%,. Pro
A3, > 0 plati totéz co bylo feteno v piipadé 5c. Pro 4,, = 0 prechazi vzorce
(16) a (16b) v (19) a (19b) a pro Af, << 0 v (17) a (17a).

Funkce dand vzorcem (16) neni v bodé X = 1 definovéana, nebot

lim cos 6,X = lim (Eg—AIiX— — l) = 0.

z—1 %1 cos 4 12




D4 se viak jednoduchym plepsinim ukézat, Ze

lim U(X, Fy) = lim (lim U(X, F,)) = 0

Z-—>1 x->1 Fj-sw

Piipad 3b. Pigeme-li A}, = — 4}, mame

o0

1
( eoshAX)'Z(—l) 15;(63+A§)'

lI

cosh 4
.exp [— Fy(62 + A3)] cos §,X , (17

n=1

h‘| N\

kde 4, je stejné jako u 3c a

2
lim U(X, Fy) = & 2( “OS}ﬂ) (17a)

From 2] " A2 cosh A
Piipad 3a. Dosadime-li do 43, za 4, = 0, je zFejmé, %o Fedeni pHpadu 3a
je dano vzorei (16), (16a) a (16b), ve kterych piSeme A4; misto 4,.
Aby tefeni mélo konetnou hodnotu je tteba, aby byly splnény pro 4, stejné
podminky jako v pfipadé 5a.

Piipad 2. Provedeme-li ve vzorcich (12) a (12¢) limitu pro 4,, -~ 0 méme
(viz odst. 5)

0=1— ————4—7 % . exp [— Fyo2] cos 6, X , (18)
]. — .Xv.2 + F n=1 n

kde é, je opét n-ty kladny kofen rovnice (12a) a f3, je ddno beze zmény vzorcem
(12b).
Dale je
. 202
lim U(X, F,) =

Fp>o0 0'1

[1 — Xz ;] . ‘ (18a)

Piipad 1. Pro B;— oo plyne z (18) pro pomérné otepleni @ (jak jiZz bylo
ukédzano v odd. 4 a 5)

©

0=1 _‘1__117(?2(" 1)"+151§exp [— F,.8]cos8,X, 9
kde "~
5 = Cn—D=
&
lim U(F,, X) = 2 (1 - X2 (19a)

F >0 l

1 zde plati pro X — 1 pfipominka uvedend v ptipadé 3e.



1

L - l i [ Piipad 6. Zavedeme do ieleni
o \ uvedeného v dodatku2®) nasledujfef
[2a) A | —D | @ =3 N , e,
oy | bezrozmérné parametry: Misto Fou-
‘ rierova ¢isla zavedeme
i It & = &
o cleoleolole|e ) :
) Pii tom jsou &, kofeny transcen-
1 denlt_lni Arovmce tg Ay . tg Ay, =
o | i ﬁ ==, Kkde
~d 1 e e e e A7 Am
[ b _ _l]_ A= A
| - s —
| o =) e &
H
{H/\ >lele|e || X—?_I )(_Eg
&l < R A
‘ a
= o
| 1v1
{S ; /:5 | ple | @ 1ﬂ - l/ 6 l
[ = l
| C
EREN o=
A Lt r
™ s | Pro pomérné otepleni prvniho tseku
o
P = | tyte pak mame
< '\' - l 4
B - /\l[- ] | Ql(Xl; @) =1 — -——-—~——-27I .
Al D[o - =X+
= . .
LA ] ' Zﬁnexp[ (a)]cosAlﬂX
M ?ﬁ” = ] > -
- | \ (20 — 1)
- kde
< =) 1
R A= Al~]8]81]8 S cos Ayn
5 N = ZIn___ (20 — g
AN | e A B0
\l [ kde A =
i A A2
oA >l 8| 8 = (.22 - A, ) cos A, sin 4
- ‘\ L Azn + 4y in on T
i
_ 1 -+ (-E A+ Am) sin 4,, cos 4,,
R A |- TS S B — > - —
& I i 20) Reseni tohoto pifpadu nesouvisi,
jak jiZ vy&e bylo uvedeno, s piedchézeji-
T /7 i cimi pfipady a nelze je proto z téchto od-
el el o lolaele . vodit. To viak neznamend, Ze nelze udat
/ A BRI NSO S T piipad, ktery by obsdhl v8echny v této
| praci uvedené pripady.
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2
lim U(X,; #) = 24 (1 X _214) . (20 — b)

D0 l]_

Pro druhy tsek tyte mame

4 5, \2
O,(X,; ) =1 — 2—/1———-_ Zﬁ" cos Ay, 6Xp [_ & (5;) ] .

L (1 - 2) n=
.{— ctg 4y, sin 4,,X, 4 cos 4,,X,} (20 — 2)
a
2
lim 7(®; X,) = El-l— 24 1—X,). (20c)
D0 1 L

Funkce tg Ay, . tg 4,, = tg &% .ol te |/ &2 51, nabyva pro § z intervalu
2 4y 7 2 2 yva p
2

<0, + 0> viech hodnot od 0 do 4+ oo, at je hodnotd,vyraaul/ei Lol avgicz A,

1 2
jakakoliv. Neni proto t¥eba existenci kladnych koteni této rovnice zvIsst do-
kazovat. Pokud chceme kontrolovat, zda okrajové podminky jsou skuteénd
splnény, nutno dbat jejich transformovaného tvaru, napt.

. ., 00, L 00,
MU, T) = 3,T,(0,7) prechizi v aX, — 49X,

Pro ptipady 7a a% 8b sestavime opét tabulku (tab. 3), podobné jako pro
piipady 1 aZ 5c (tab. 2), a v ni vyznadime, jakych hodnot nabyvaji bezroz-
mérné parametry pfipadu 8b, aby bylo vyhovéno zadanim ptipadu 7a. aZ 8a.
Parametry jsou @, L, X, X,, 4,, a 4y, jako u piipadu 6 a déle

Z:%, A, = zi—"zl 131:]%.12, ”’ZV?}O'Z‘ a

B, = |/%0 4,
analogicky k pripadu 5e.

Dosazenim pfisluinych hodnot, resp. vypodtem ptislu$nych limit dle tab. 3
obdriime z fe$eni piipadu 8b opét dalsi hledané piipady.

Piipad 8b. Zavedenim vyse uvedenych parametrii do FeSeni, jehoZ postup
je naznaden v dodatku, obdrzime pro prvni iisek tyde, pouzijeme-li jesté pro
prehlednost zkratek Cy,, = /4%, -+ A%, a Dy, = |/ 43, + B2

6,(X,, @) = 1 —
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4

2 1 2 sec A,y . tg
—a T (777 -—232 - _ZA" ) T Dot s 4,
v e 1 i B: + ctg Ay, tg By,
.Z— P .exp|— @ 6—"2.00s0.,X (21 — 1)
— c0s C'yap 0, e
kde

1 Crgn [_L 11 ]
L DlZ'll ZLZ ) D?E”n Con (213)

b= Ao A2,Cie | A, t2 Dy

~ Al 4350 A8 Crnn
CronDren LD},

W
n Clan sin® Cyyp Dsypn c08% D,y

Koteny 4, jsoukladné kofeny transcendentni rovnice ctg C\,, . tg Dy, = ff:} .
01271 3
=, 1.
Dl?’fl .
e 5o % O 0 g B 0%
ootgv 7l 02 + 7 B .ll.tgv 7l 0 + 7 P Ay =
/ ecd2 + z;x — Qf—i}l
- ~]/ o7 | - (21b)
0COE |- 26 — ,P_2
Dile mame pro pomérné otepleni druhého useku tyce
2 1 2 2 1 4
== 1 — e e e e — JE .
Onl Xy, P) |z (=B (zm By - Afz) L' B,
1 . -1
Y . (cos By, X, - tg By, sin B, X,)
fEli + ctg 4y, tg By,

hd 9
- Baexp [« @ (%) ] (008 Dy3u X -+ tg Dygy sin Dy, X) - (21— 2)
1
n=1

limU a lim 7 obdriime, vynasobime-i ve vzorci (21 — 1) resp. (21 — 2)

Do D—>c0

jmenovatele zlomku pfed sumaténim znaménkem dislem z_;_l}i Jako v pred-
chozich, tak i v tomto ptipadé (a rovnéz i v daldich) nutno p¥i aplikaci uvazit
Ze jednotlivé parametry mohou nabyt kladnych, zapornych, po ptipadé nulo-
vych hodnot. Z toho pak plyne budto platnost uvedenych vzorci, nebo pte-
chod v jiny piipad, nebo konedné vzrist teplot U(X, @) a T(X, @) nad viechny
meze pro @ — oo.
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Piipad Sa. Prechod na pfipad 8a je, jak patrno z tab. 3, trividlni.

Piipad Tc. Refeni bude

, B B 9 1 ©°
Or(Xy, @) =1 — {1 X+ 1B B, T 71 B&]

[=+]

S exXp [ D (56 ) ] cos Al’nll s (22 - 1)
ln

kde pfi znadeni D,, = VA%,l — B je

:L\/

L4, (1 1 1
”L“ﬁ; ZL2 By A%,

bn= T A AL tg D A% ctg Ay, (222)
2n + 1n _+_ in Eg 2n _ “2n C g in
D, LD3 gin2 A4,, D,, cos® D,,
Dale pak
-1
1 2 2 2
@2(2{2,@):1—[27?2?%%—%0081132( BSlnhBX] .

-4 Z Ba €XP [ ( ) ](cos D, X, -+ tg D,, . sin D, X,), (22— 2)

kde 4, jsou koteny transcendentni rovnice

otg Ay . tg Dyp = — % . 1‘_12 : (22b)

3

Piipad 7Th. V tomto pFipadé stadi dosadit Z = 1.

Ptipad 7a. Pomé&rna teplota prvniho tseku tyée bude

2 -1
0,(X,,®) =1~ (1 — Xt _) i

LB, tgh B,
N had ﬁn 7__ (S" 2 93 1
.4  cos AL exp e/ 5 cos A, X,, (2 )
kde
1 1

5 — L ’DL’HAI’H . (233)

* Ay n A% AL, + Ay tg . Dy, A3, cbg Am

D,, IDzn sin? 4., D,, cos? D,,
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Pomérné otepleni druhého tseku tyée bude

9 =1
G (X Py =1 — [—oonouv-T" —_——
G,(X,, ) =1 (LB2 teh B, .cosh B, X, LB sinh B, X ) .

42/3 exp[ (6)](0051‘)“}( + tg Dy, .sin Dy, . X,) . (23— 2)

lim U a lim 7' obdrzime stejné jako v piipadé 8b. Jmenovatele zlomku ve

D0 D—rc0

vzorei (23 — 1)1 (23 — 2) vyndsobime &islem %zl .

Zavér

Postup fefeni zvolenych piipadi oteplovani tyéi a desek s vnitinim vyvinem
tepla ukazal vyhody aplikace metody Laplaceovy transformace. Vysledky
vyjadtené ve formé kriteridlnich rovnic umoziiuji snazsi prehlédnuti zdkoni-
tosti. Déle se ukdzalo, Ze nékteré ze zvolenych piipadi lze povazovat za zvlast-
ni pitpady jinych obecnéjsich. Refeni téchto zvlastnich piipada lze pak nalézt
jako limity feSeni zminénych piipadd obecnéjsich, pro specidlni hodnoty né-
kterého z kriterii podobnosti.

Dodatek

V hlavnim textunebylo pro prehlednost provedeno podrobné feleni zaklad-
nich piipadd. Proto zde uvidime podrobny vypolet piipadd 5ec, struény vy-
pocet piipadii 6 a 8b a odvozeni ostatnich.

Vypoéet pfipadu 5c. Parcidlni diferencidlni rovnice zni

Z 1 24% $0 -
7 _— J 0 e 0T
Uz, 7) IY Uz, 1) + + U(.L' r) 7o kde 7 7 P (24)
a podatedni a okrajové podminky budou Uz, 0) = 0; U,(0, 1) = 0; Ul, 7) =

= ﬁl% U(l, 7). Podobné jako u pifpadu 1 provedeme nejprve Laplaceovu

transformaci dle ©

1. o1
; __ E2 —_— 2 — L _. 24
um(r: P) s u(x> p) P }’ s kde E 1{ h ( 43’)‘
Reseni rovnice (24a) ma opdt tvar
e, p) = 2y ( Z 1 ) cosh £z + 2 sinh £z (25)
(, p 7 pE 3 pE 5 z .
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Konstanty a, b uréime dosazenim z obrazti okrajovych podminek #,(0, p) = 0
a u,(l, p) = — I:l u(l, p). Redeni obdrzime posléze v integralni formé
A

y+iB y+if

Ulx, 7) — 2%’ lim % , EIEP (Cri* ar — % _exp ({r)
(i)

y—if y~if

Prvni integrand mé pély prvého ¥adu v bodech (=0 a { = £ . Prisludna,

h
residua jsou
ir i
T I S I ()
K~ % TEA\K T
Druhy integrand ma opét pdly prvniho fadu v bodé { = 0 a { = 5 Pro re-

giduum v { = 0 mame

1
exp ({7) cosh V— —_— .
lim ¢ -, S— K h =

0 Iy iy A/ e, T 1 c 1
C(K_ET) 9 :[(—%.SlnhVK—r.l—“COSh F_——E‘l
1

—_E‘l/ﬁmn‘l/ﬁ.l—}—cos‘l/—ﬁ.l

a pro residuum v bodé { = K/h

: £ 1
exp ((7) cosh VK 7T B
JOE N 2 L /E L T
S[dC(K h)] 0V]{'—7;S1Dh‘l/-g—ﬁ.l+00511 R—Ti;.lcng
h
:hexp(%{r).

Druhy integrand m3é jesté dalsi pély prvého fidu v bodech { = £, kde {, jsou
kofeny rovnice

A l/e 1 ¢ 1 T 1,
f(Z)*a‘I/*K“%blnhVF—'7L.Z+COSh‘VR~—~iL-.l—O
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Oznatme

C—‘ K‘*Z.l——lé
a mame pak
Q) = — ;lésm64 cosd =0
a dile
dtgd = %i-—l, 21) (26a)

kde sta¢i omezit se na 8, = 0 (za pfedpokladu, ze {, * ;_7];) .

Bude tedy

1 62
bn=K (k Tz) ’
Pro residua v bodech { = {, mame tedy
$2
exp [K (;L ‘;2) ] cos 0, l—
1 o2\ e 1)

»»«K(E—w?) R dC( VK ksmh]/K l—l—coshVK I-l'l)c:c,,

Provedeme-li derivaci a dosadime za ¢,, dostaneme

1 A AN
—2—135; ;,T [(1 "}* 7) sin 6" + (511, cos 6"] .

Dosadime-li jesté z (26a) za J, cos d, ;l 02 sin 0, a mame koneéné pro re-

2
exp [K (}1}/ — c;) ]cosén T

TX S, [l . A\
—(———6)( —{—T—rm.én)smén

sidua v bodech £ = ¢,

9 2B \R

Regeni tedy bude, dosadime-li za 1 a dosadime-li do (26) X Res za integrély,

h
2P
U 7) zgx P — 9,0
/ 2% 9,0
cos 7 P B
A zgr 9,0 . 1/zgx  $,0 zex 1O ]

—gy Tt e T e

21) Tabulka prvniho kofene této funkee, viz JAENKE, EMpE [8] a prvnich 6 kofenh
viz CARSLAW a JAEGER [1], str. 378.
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1 9,0 16?‘ 5. 2
2?920l3 @ exp E(-)- ZoX _? it ﬁ T}.COS n—l—

4 O E ] )
22 zal2 0P
n-1 0 1
6( 7 TP )(1+ —{—9l6§)smé

Po zavedeni piisluinych bezrozmérnych parametrii obdriime koneéné jiZ
uvedené rovnice (12) az (12¢).

Z tab. 2 je, jak jiz bylo uvedeno, patrno, Ze ptipady 1 aZ 5b jsou jen speci-
Alni pripady ptipadu 5c. Toho vyuZijeme pro vypodet piipadd 5b az 3a =z Ye-
geni e,

(27)

Piipad 5b. Mame tu A, == 0 a dale lim 4,, = i4,. Z toho plynou zmény

A0

znamének a zména trigonometrickych funkef na hyperbolické oproti ¥eSeni 5c.

Piipad 5a. Mame 4, = 0 a 4, = A4,. Refeni obdrzime jednoduse dosaze-
nim, p¥i dem? se tvar FeSeni 5¢ neméni.

Ptipad 4b a 4a. Mame tu ptedevéim B; = 0. Pro kofeny rovnice (26a)
0 tg § = B, obdriime po dosazeni za B, = 0 pro §, hodnoty =, 2=, ..., na.
Nyni vypoéteme limitu g,/d, pro B;— 0:

lim ﬁ— = lim !

B0 On B0 n B) ﬂ(B)Sma(B)
[“FB TR ] B]

T

Pii gstanoveni limity vyjdeme z nasledujici Gvahy. Budiz 13> B, > 0. Pak
i pro §; bude 13> 4, > 0 a proto §; == tg 4,. Proto miZ%eme misto (26a) psat
91 = B;. Pak plati
01(B:) . Bi _
"By T B,
a protoze plati také §,(B;) = sin 6,(B,), mame

(B sin0,(By) .

Jo tedy lim 8,/6, = L, kdeito hm §,/, == 0 pro » > 1 nebotf 6,(B,) > 0.
B, 0 B;—~0
Limita vyrazu

4 1
i( cos A, X ) T(02 — Ay
2
Af| _ Av, sin A, -+ cos A,

B,

\

je pro » = 1 jak snadno nahlédneme rovna dvéma, takie obdrzime pro fe-
Seni pfipadu 4b, vztahy (14) a (14a) a po dosazeni 4, = O Feleni pfipadu
4a (15) a (15a).
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Piipad 3ec. V tomto piipadé B,— o0 a z toho plyne

o 4 3 4
Biow 2 cos A, X 1 T2 (cos A,X 1) )
2 ) T2 \Tons 4.
Afe| _ %E sin A,, 4- cos 4, Az | cos Ay
Déle bude 6, = = DT o tedy
. . 1
lim §, = lim = (—1)»+l,
B j—w Bi—cw0 a:(Bt)

[E} g g 737] sin 8,(B,)
Dosazenim obdrZime fefeni 3¢ (16, 16b).

Piipad 3b a 3a. Do vysledku 3¢ dosadime A4, resp. A, rovno nule. Nutno
dbéat toho, %e v piipadé 3b se méni znaménka a trigonometrické funkce na
hyperbolické, jako v pfipadé 5b.

Vypodet pfipadu 6. M&jme jako v piipadé 1 tyé o délece I, a o tepelné
vodivosti 4, v bodé x = 0 a na povrchu tepelné isolovanou. V tyéi se vyviji
za sekundu v objemové jednotee teplo z, nezivisle na, teploté ty¢e. Toto teplo
se odvadi do druhé tyde stejného priafezu, délky I, a tepelné vodivosti A,
ktera je na konei udriovana na teploté 0 °C.

Oteplovani obou tyél bude popsdno dvéma parcidlnimi diferencidlnimi
rovnicemi. Znadime-li teplotu v prvni tyéi U(z,, 7), teplotu v druhé tyéi 7'(x,, 7)
& znadi-li z, , vzdalenost od potatku tyée prvni resp. druhé, mame

z

1
Ua:z(xlaf) - _K—l Uz(xla T) == — Z (28 — 1)

1
T:w(ffz,"l:) 7

1{'2 Tf(xzr T) =0 ’ (28‘_"‘ 2)

s poditeénimi a okrajovymi podminkami U(z; 0) = T'(zy; 0) = 0; U,(0; 7) =
=0, LU.(l;; 1) = 4,T,(0;7); Ul ) =T(0;7) a T(l,; v) = 0. Provedeme-li
postupné jako v ptedchozich piipadech nejprve Laplaceovu transformaci
vzhledem k proménné z, obdrzime obraz feseni

oz 1 oz 1 b
u(x,, p) = pn Zqu -4 (al = 1—1 ?ﬁ) cosh ¢z, - E sinh ¢,2; (29 — 1)

t(zy, p) = a, cosh gz, + % sinh g,x, . (29 — 2)
2

Z dosazeni do obrazu jednotlivych okrajovych podminek mime

L
u(0,p) = ¢4 (a1 —_ }i E’F) sinh ¢,0 + b, cosh ¢,0 = 0,
Wk
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tedy b, = 0 a

t(ly, T) == a, cosh ¢,l, + % sinh ¢,l, = 0,
2

tedy b, = — a,q, etigh ¢,l,. Z obrazi spolednych okrajovych podminek ziskdme
dvé rovnice pro obé nezndmé konstanty a, ,

1
Ay (a1 — % p?) sinh ¢,l; = ALQQ% sinh ¢,0 — 1,9,@, ctgh g,l, ,
2 12
0

;1 e + ( " 21 ! ) cosh ¢, = a, — a, ctgh @sl, sinh ¢,0
0

Eliminaci obdrZime p¥{mo

z 1 (cosh gyl — 1) 24q, cotgh q,l, + Ayg, sinh ¢i;

= '11 fp% M, sinh g, -+ 2,9, cosh ¢,l, cotgh g,l, -
z 1 1 cosh ¢,l,
v pg | g
¢ % ll ql sinh ¢,l, . sinh ¢,l, -- cosh ¢,, . cosh g,l,
‘, 2 /
a
%T_ z 1 ; B tgh ¢,l, _
1 pQI 2 q2 ctgh qql + to.h [h
Z'l E
z 1 sinh ¢,!; sinh ¢,/,
g2 22y oogh ¢als cosh q,1, - sinh ¢,1, sinh ¢,l,

191
Reseni je tedy v integralni formé
y+if y+ig
1 2K, exp (T 2K, exp (T
U(xl, T) = 2755 ﬁli’[g A;— J —'7:2 (1C - T —‘Cz .

v—iB y—if

coshV Igg 1y

MK 1/t . 1/C - Yz,
7 l/k—l smhl/-j;;—l A smh]/]—{; .1y - cosh a 1, cosh X, 1
. COShVK x, dgp (30 — 1)
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y+if

. J=K, exp (T
Ty, T) = %ﬁ]ioc AT J\ T
y—iff
1T
smh]/z,-; Iy
' K, < T . T e
22 f oshV A oosh o I, -+ sinh X . I, + sinh X, A

(smh l/— l, cosh Ké Ty — (,OSh.l/]é lsmhl/K .cz) diy. (30 —2)

Pro U(x,, 7) snadno odvodime, Ze prvni integral fefeni davi 7—1 7. Déle ma

druhy integrand ptedevsim pél druhého ¥adu v bod$ { = 0. Hodnotu residua,
v bodé ¢ = 0 obdrzime opét jako koeficient A_; Laurentové ¥adé integrandu
v okoli bodu { = 0. K tomu téelu rozvineme vsechny hyperbolické funkce
a e v fady, seéteme ob® fady ve jmenovateli, vyndsobime C¢itatele i jmeno-
vatele a konelné provedeme déleni a mame

A-lz—»iﬁ—flr-+-2—j< 2)+§”.

Druhy integrand mé jeité dalif pély prvého ¥adu v bodech &, = 62, n =1, 2, .
., kde 8, jsou kofeny transcendentni rovnice

l Co
to —1_§ 5 = V l/ 20202 ) 31
gV VK K 210161 (31)

Pro { = ¢, totiz plati

V = sin. hVK .1, sinh K lz+cosh]/ I, cosh C .ZZ::O, (32)

takZe pro residua v bodech { = , mame

exp Zz A
( 2B cosh I/K )a . €08 VM
kde

A = cosh ‘I/jé Ay,
_ K, < & 13
B = dg( ]/ % sinh l/ A smh]/K I, + cosh-v .1, cosh Vk: lg) ,




D = 3 [coq ,‘é'" l sin —— n (Al ]/]X [ +

]/K)
oo )]

Pro funkci T'(x,; 7) nalezneme stejnym postupem jako vySe z residua v pélu
druhého ¥adu ¢ = 0 pro dast FeSeni, kterd vyhovuje ustdlenému stavu proudént

, zll: (I, — x,). Casové proménnou st Fedeni nalezneme
jako shora, jako soudet residui v pélech prvého ¥adu v bodech ¢ = ¢,, kde
opét, jak se snadno presvédéime, f, = — 82 jsou-li d,, n = 1, 2, ... kofeny
transcendentni funkee (31). Residua v bodech { = {, budou

A
A
B
2 .9, S,
A = exp. [62t] | — sin V»_ V— A vosV zy

- cos Al sin —— 6 - [, sin

VK, V&, V(Zz xz) .

o, , (4 VK, ! )
B = SN I, I, + ——
[cosv sin VK (/.{] 7, +I/ 1 +

A 1 !
L N R |
s VK, e ]/]’ (ll V%, + VK,

Uvazime-li, 7e (v1z 31)

1
sin —=lysin —— [, = 4+ ——— L cos (g

V* V K" V V*
L VK,
a dosadime-li za sin —— V_._ 1y,

V
Uz, 7) = ?,f (& —a}) +

lz

.1y sin - obdrzime konecéné

21,1, 5 2 < 1 0.C
+ 1_12 _ 9 % % Sy OXP [— 827]. C,, cos l/;Tl 8,2, (33 —1)

0101 I, + V(?lcl ) l1)

kde

202 Ay




.
O on = cOS ]/Ql 21 ; 26,1 nb1,2 Sl,zn = sin Ql;fl 29 l1 2 an = Cy,[Syp
* . (33 — 2)

!
T(xs ) == % (I — xy) —

o 2 N o[ 0] [ — 04Oy Ot &
“ 016: Z 53 I Oty +
+ CanCin cos V-Q“& (5”95,.} )
Y'n /'2

Na vysledku je evidentni, e pro kazdé v skuteéné plati U(l, 1), = T(0, 7).22)

Piipad 8b. Zaddni toho pifipadu je

1 1 ) o 2
Upelzit) — K U, (@, 7) + 7):; Uy, 1) = — i
T ) — o Ty ) + - Ty 1) = — 22
:r.’c(x‘z,: T) — 7{" ('82, T + h—2 - (xm T) - 7 >
1 90 zx 1 9,0 | zx
Ry R Mty N

Pocdtedni a okrajové podminky jsou U(zy; 0) = T'(x,, 0) = 0dale U,(0, 7) = 0,
Toly, 0) =0, Uy(ly, 7) = T,(0,7) a U(l,, r) = T(0, 7). Provedeme-li pro obd
rovnice Laplaceovu transformaci podle 7 a pak nalezneme feseni transformova-
nych rovnic, obdriime vysledek analogicky k rovnmici (29). Postupem jako
v pifpadé 6 obdrizime posléze vyrazy pro konstantu @, , a by, a po dosazeni,
vysledek v integralni formé

22) Cheeme-li z FeSenf 6 odvodit FeSeni 1, musime vzit 4; = 4, a provést limitu pro
l, = 0. Z charakteristické rovnice
Lok |/E
ig ‘"-'_—‘_ (3 /j_ n — 2 -7«1
]/ V%, LV K,

dostdvame (piSeme strucéné [ misto {;, o misto g, atd.)

o , m
Sedl=@n = D5 =12

I, 1 1/ec

Yn Sl’n 2 '

Déle bude

»

po éemZ snadnym podtem zjistime, Ze U(x, T) piejde v Fesenf pfipadu 1.
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U(xl: T) -

y+ip 1
— = . tgh u,l,
o) h /,L l -
= — lim [ i (Az—lu - j—“——) il ' cosh ux
211 2 ) 2 14
e B R B R A
y—ip Mo
.exp ({r) d¢, (3¢ — 1)
kde
4 - 4 1
lul__K_l—h* /’L§A‘I(+h_2:
v 1
1. 2 2 z, s
T(xg, T) = — hm J\ 2 "I’“ ot S '-;A—‘ . — 2
270 pveo Mupid o \pi  ALp] T
L 1 ctgh wyl, . teh w,l
v lip o gh gty . TGN Uoly
2 - ﬁl tgh Hzlz
.. cosh g2, — (;?IE — 71@‘2_2) e . sinh pyz, | exp (§7) dZ .
- il -+ ctgh uyl; . tgh wol,
fa (34 — 2)
Residua v pélech prvého ¥adu { = 0, ¢ :kg a :']:/‘( se naleznou podobné,
1 2

jak jiz bylo ukdzdno vyte. Zbyva jeité urdit ¢, takové: aby platilo

_/,L? + etgh 0, . tgh u,l, = 0. (35)
2
Dosadime { = — §2 a obdrZime
‘ /52 L1 )
2 1 &1 K "h -
ctg]/K + 7 I, tg Ve . e l, = MV So—tl . (35a)
. K " h,

Kofeny této rovnice §, ziejmé vyhovuji rovnici (35). Residua v pdlech prvého
tadu { = {, nalezneme stejnym postupem jako v piipadé 6, takZe pro FeSeni
méame po dosazeni kriteria podobnosti koneéné vysledek (21, —1, —2, 21a, b).

Z teseni 8b obdrZime 7b z Gvahy, Ze x = 0 a tedy i 4, = 0 a B, = 0,
dale &, = 0, tedy 4, = 0 a 4, = 0. Déle je z;, = z,, tedy Z = 1 atd.

23) Misto 82 dalo by se dosadit stejnd tak napf. {, = — y, atd. Druhou mocninu za-
vadime & ohledem na jednotnost viech bezrozmérnych kriterif.
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Peswome

OTEIJIEHUE TIIACTUHOK W CTEPHHEN KOHEYNONI
AJUHBL TP HAJWYNY BHYTPEHHHX MCTOYHUKOB TEILJA
B 3AJAYE OOHOMEPHOI'O PACHPOCTPAHEHUWS TEITTA

APHOIIT KECCJIEP (Arnost Kessler)

(IToctynusio B pegakiuio 25/V 1956 r.)

Lexnslii psax, B 0cobenHOCTH TeXHUIECKNX, TPOGIEM TEHIOIPOBOAHOCTH CBO-
aures K upofieme OZHOMEPHOIO pacupoCTpaHeHMS Telyla B ILTACTUHKAX
(crepiruax) woHewHoll mmuuel (0 =< @ = [) upnm Hanm4Yunm BHYTPEHHUX MCTOU-
HHEKOB Tensa. B raroM cayvae OrenieHne naacTiHKE onnca o juiddepeHuuan-

HBIM ypaBHEHHEM B YACTHLIX IPOI3BONHBIX
o2l (x, 1) 1 oU(x,7) 1 ] 1 1
e b U2, 1) = ——, = >0, —0<{— < 0.

2 K h

ot K or h

B npemnaraemoii pafore 9TO ypaBHeHHE pOINAETCS I CHUMMETPIMECKHX

oU
cIlyyaen, T. . 1 KPaeBOr0 YCJIOBUA (—A» = 0 NpH HyJeBoll HAYANLHON
O /g0

remueparype Uz, ) = 0. Uro racacres KpaeBbx yCJIOBHH HA BTOPOM KOHIE
cTep;REA (£ = 1), TO HCCIENYIOTCS CICAYIONINE CITyJamn:
eU oU
LULz)=fx), 2 —i|—] =fz, 8 —i|l—] =380(r1).
dxl, orl,

Ob6pasosanue Tensa (0T BHYTPENHIX HCTOYHAKOR) TPC/TOIAraCTCA NOCTOS HHEIM
AN JMHEANO 3aBUCUMBIM OT TeMIeparypbl. 3aTeM HCCHejlyeTcs eme ciryyai
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IBYX IUIACTHHOK, MMEONIMX mieajbHOe KacaHme B TOUKE % = [, 4YT0 upu-
BOJUT HAC K CJEJLYIONIM KPAeBhIM YCIOBHSM (BCIMYITHEL, KACAOHIMECT BTOPOI
NITACTHHKY, 0003HAUEHEI ¢ YePTOYKOL):

U U
2 (57__) — (L) . Ult) = U(0,7).
0z =1 ox' z'=0

OxassBaercs, yto 13 uz 16 ciydaeB, B KOTOPHIX Hajo OBIIO OB IPOBOIHTH
peIICHIE, MOMIHO PACCMATPIBATE KAK JACTHBIC CAyIal OCTAINMXCA Tpex ciy-
uaen. YactHile cAyyan MONYYUM M3 YHOMAHYTHIX TpeX o0IINX cayvacs, IPHIAB
mapaMeTpaM ¢HCTeMBI OTIpejlelieHHbe IpeflellbHbe 3HAYeHHH.

Pemenne o0mmx tpeX ciayyaeB HPOBOZUTCS IIPW IOMOINM IPeolpasoBaHM
Jlannaca, W oTHesBHBIC pemleHUsT ObLIN IOJIYYeHBI B BHAC Psifid HOCPEHCTBOM
KOMIJIGKCHOIO OOpPATHOTO WHTErpalla.

Pemenue 4acTHBIX ciydaes ML DOTYYMILM, KaK OBIIO yiKe CKA3amo, IpoBes
ollpejieIeHHEe IIpeJebHbe HepPeXOiBl HPH DONXOAAMMNX 3HAUYEHHAX Napame-
TPOB.

Pesynbrarel HpUBOAATCA B BHJEe HE MMEIOIMMX PAa3MEPHOCTH COOTHOIIEHHH,
B KOTODHIE IPCBPANIAIOTCS OTARIBLHEIE PEINEHUsI DYTeM BBEICHUA MOIXOMIINX,
He UMEIIUX pa3sMePHOCTH, KPUTEPHUEB K ITaPaMETPOB.

Zusammenfassung

DIE ERWARMUNG VON PLATTEN UND ENDLICHEN STABEN
MIT INNERER WARMEERZEUGUNG, BEI EINDIMENSIONALER
LOSUNG DER WARMESTROMUNG

ARNOST KESSLER
(Eingegangen am 25. Mai 1956.)
Eine Reihe technischer Probleme der Wirmeleitung lassen sich auf das
eindimensionale Problem der Wirmeleitung in Platten (Stdben) endlicher

Linge (0 = x =< I) wit innerer Wiarmeerzeugung reduzieren. Die Erwiarmung
der Platte ist in diesem Falle durch die Differentialgleichung

02U (z, 1) 1 op(x, 7) 1 o z I 1
i K ar‘“—f-ZU(lyT)v“T, K/O’ — 0 << ©
gegeben.

In der vorgelegten Arbeit wird diese partielle Differentialgleichung fiir

symmetrische Falle gelost, d. h. mit der Randbedingung (%) = 0 und der
x=0
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Anfangstemperatur U(x, v) = 0. Die Randbedingungen am anderen Ende
des Stabes (x = ) werden fiir folgende Falle untersucht:

1) UQ, 1) = f(r), 2) —4 (%%)M: fx), 3) —4 (%%)Z: DU, 7).

Die Warmeentwicklung wird als konstant oder linear von der Temperatur
abhéngig angenommen.

Weiter wird noch der Fall der idealen Beriihrung zweier Platten im Punkte
xz = | untersucht, was zu folgenden Randbedingungen fiihrt: (Die gestriche-
nen Grossen beziehen sich auf die zweite Platte.)

oU , (a0 o
i (%)xl: A ("8;')10’ U(l, 7y =U'(0, 7).

Es zeigt sich, dass man 13 von 16 Fillen, welche fiir die Losung in Betracht
kommen, als spezielle Félle der drei iibrigen ausdriicken kann. Die speziellen
Falle erhilt man aus den drei allgemeinen Féllen wenn die Parameter des
Systems bestimmte Grenzwerte annehmen.

Die Losung der dret grundlegenden Falle wurde mit Hilfe der Laplaceschen
Transformation durchgefithrt und die einzelnen Losungen in der Form von
Reihen mit Hilfe des komplexen inversen Integrals erhalten.

Die Losung der speziellen Fille wurde, wie schon gesagt, durch bestimmte
Grenziibergénge fiir passende Werte der Parameter erhalten.

Die Ergebnisse sind in Form von dimensionslosen Bezichungen angegeben,
in welche die einzelnen Losungen nach Einfiihrung passender dimensionsloser
Kriterien und Parameter itbergehen.
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