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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 1

ODVOZEN{ NEJVYHODNEJSIHO POMERU DELICICH TLAKU
PRO k-STUPNOVOU KOMPRESI

BRUNO BOSEK
(Doglo dne 9. dubna 1956.) DT:621.51.01
V odborné literatuie pojednavajici o kompresorech se uvadi feSeni

iy

pro nejvyhodngjsi dglict tlak dvoustupifiové komprese. Pomoci ana-
logie a entropického diagramu se tato uvaha rozSifuje na vicestup-
novou kompresi.

Nasledujici stat se zabyva exakinim fefenim tohoto problému.

Polytropicks prace kompresoru pro k-stuptiovou kompresi je funkceo (& — 1)
nezédvisle proménnych P,, P, ..., P,. Pfi tom jest:

P, ssacl tlak,
%’k o1 vytlaény tlak &-tého stupné,
P,, P,, ..., P, délici tlaky jednotlivych stupi.
" Veliéiny P, Py, jsou dané konstanty, kdezto P,, ..., P, jsou proménné. Zi'evjmé
plati pro tyto proménné definiéni obor
P, <P, < Py< ... < P,<<Priq.
Oznatime-li tuto praci obecné jako

L:L(Pz,PB- --':Plc)’

pak ze zndmého thermodynamického odvozent plyne, Ze je specielné toary
N

apm P Py\"=t n [(P\22
L= GRT [(P;) - 1] T ORT, " [(E al

7 P\ D P\

Nutnou podminkou extrému funkee f = f(x,, 2,, ..., 2,4) 0 (k — 1) nezdvisle
proménnych xy, ..., x4 je

¢ ¢
oy
0y

2
=0; ...; — - = 0. 2
0x, ’ 0%y (2)
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Z téchto rovnic vypodteme soutadnice bodu v (£ — 1) rozmérném prostoru,
ve kterém extrém miZe, ale nemusi nastat.

Mé-li v takto urdeném bod? byt minimum, musi ddle pro tento bod platit
podminky, stanovené v obecném tvaru:

o
Al == é == f11 >0,
|
A :‘fu fre -0,
A
i lll f12 f13
Az = | fo foo f2a| >0,
for fae faa (3)
Ak> O:
. of oo of
kde fi1, fass fags - frr jSOU e m, R a f, =123 ..., k—1
. R *f )
g=1,2,3 ..,k —1; p % q) jsou viechny smifené derivace o, o, uva-

zované funkece. .
Vypodéteme nyni souradnice bodu uvazované funkece (1) z podminky (2), pti
n — 1 of

tem? polozime T =ma délime (nebot P 0) soudinitelem GRET:
¢ »
oL 1 Pp-r ] pPr
m:% .m—~]§in——m ﬂ?ﬁh=O$Pg71.Pé"+1:PF.P?,
P; =P, . P,
a ipravou
P, Py
T
Obdobné i dalif parcidlni derivace
oL _ ppt ry P, P,
A S S A
oL P, P,
= () o= o R : 4
ap, P, =P, (4)

Soudasna platnost téchto simultdnnich rovnic vede na vyraz

Psza 7& Py

== = — = == A 5
P,-P, P, P, konstanta C (5)
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K urdent konstanty C z danych hodnot P, a Py, znasobime levé strany rovnic
mezi sebou:

P2 PS P4 Pk+1
. e B A2 LY 6
Py PR (©)
k [ :
P, P

e O = |/t Leer 7
C VPl,kde p, >0 M

7 rovnice (7) vyplyva, e C mlZe nabyvat k& hodnot, a to:
«) jellik = 2r + 1 (7‘ =123..., ]—L%E) ,fpak €' ma jednu realnou hod-

notu a ostatni jsou komplexni,

B) je-li k= 2r (v- =1,2,8, .., ;)—) , pak ¢ md dvé realné hodnoty (jednu
kladnou, druhou zapornou), ostatni jsou komplexni.

Komplexni kofeny jsou fysikdlné bezvyznamné. Zaporna redlna hodnota
pro C je nepfipustna, protoze plati
Py, Py P,

= = ... = = C,
P, P, Py
kde P, ..., P, jsou hodnoty vesmés >

0.
Existuje tedy jedind redInd hodnota C > 0 jakoéto fedent soustavy (5).
Plati tedy
k

ﬂ:&A _Ph+1_ Ekil
P,

P,” TR, YR ®
Protoze pak podle pfedpokladu je Py << P, < ... << P < Py, je vypobteny

lokalni extrém absolutnim extrémem, jak bude ddle uvedeno v zdvéru této
prace.

Abychom dokazali, Ze odvozerly extrém je minimem, musi byt splnéna i)od_
minka (3), t. j. determinanty tvaru

A1:f11;
. fu f12
A=t
fll. f12 flki

Ak: — {21 {22 f‘zk‘

musf byt vesmés kladné.



Uréime ptisluiné druhé parcidlni derivace

oL [m — 1 ;
?ﬁ’% = GRT, . Zme, Pp-t 4 (m 4+ 1) P Pim_z‘l ,
o2 1
~g Con, — 1
g}fg = GRT, . ﬂ?gf PP (mo 4 1) Py Pgm‘—?] ,
2L fm — 1 .
e = GRT, . o Ppr-2 4 (m + 1) Py, .P,;"M] . (N
Po dosazeni vypocétenych soufadnic a dpravé dostdivame
2L P
s = 2m . GRT, 32—
opr: P~12—+1
2L pit
s = 2m . GRT, . ~%~ ,
aPa P—%’Hl
PL ., apr Dia
k Py
Upravime tak, %e pouZijeme ze vztahu (5)
m_4 s 1
P} =0t P
nebot
P,
P, = c.
Obdobné
m_ m_ m_ 3 m_ :
Pt —cm Tt = omr (0P =20 Pt
m_q
2 . 2
BEI{% = 2mGRT, . (Cm? PjT = 2mGRT, . (m-2  P;2,
2 PE*'l
o2 3 P?“l 0%”“1
;P“z = 2mGRT, . 0" L = mGRT,. ~—— . P;*=2mGRT,.Cm* . P;?,
2 s P;Z -1 012 +1
oL 2mGRT, . Om-2 | Py? (11)
oP2
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Polozme

2mGRT o
fp,_g___l = 2B a o = C,
Pak velikost obecného Elenu
2L "o L
oL 9B—= —— .2RB. (12)
api Ck . B Cek-—m
Protoze
=1,
—~1,2,3,4,...,
0<m<03,
plati

0, >Cy>Ch... > (.

Uréime dale hodnotu smigenjch derivaeci

m 3
azL P2 2
o qi -8 S
P, 0P, maR prt ;
m 3 m._ 3
P3 =G2P1, P32 fR— Om JPZ s
m 3
2L ppe — -
P, aP, == — mGRT ,Cm—3 'S‘:—l = — mGRT,Cm3 . P{®.
. P2
Dale plati
L pit ‘
=5 p = — MGRT, 42— = — mG@RT,Cm=3  P;? =
0P, 0P, P RS ! ’
) G
= — mGRT ,Cm—3  (O-2 P;?e= — (m5 ™ P2 -+,
1
oL (L _’WL_G_’EJ_E - o B.
P, , 0P, P3 -
Tedy obecny tvar smisené derivace je
2L 1
- _B. 13
0P, 0P, ., eeias )
Protoze hodnoty
*L &L _ otL oL -0
opP, oP,  oP,oP, P, oP, P, 0P, ’
obecné
"L
ap, 0P, v

pro kaxdé
: p=1,2,3..a¢g=123, ..,



pro ktera plati
p+q, P+qgil,
maji determinanty (3) specidlni tvar
1

Al —= 62:11 . 2B N
1 1
g 2B — o B
4 = 1 1 -
— B i 2B
1]
2 — 2 —1
1 ‘ C 1 ]
= B e o | =B o :
—1 — — 2
| 0 !
1 1
1 1 1
Aa"“js-mﬂ gin B — o B =
1 1
) 0 ~ =B i B
1
2 —
3 0
1 1 1 1 ’
oI il gicn 2B — g B =
1 1
oy ] |
2 — = ) 2 —
a ( 2 1 0
o1 2 1 1
=B |~ T =P~ 2 -1
1 2
0 — el o 0 —1 2
Obdobné determinant 44 po tpravé
21 0 0
- —1 2 -1 0
0 0 -—1 2
a obecny tvar determinantu A4, obdrzime takto:
1

Z vodorovnych fad vytykdme moeniny
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. P 1 NV s 1
ve druhém sloupci mé nasobky 7 ve tretim sloupei ma nasobky R

: ;o 1
v k-tém sloupei ma nasobky o1

Novygm vytknutim téchto fakiori ze sloupct vznikd pak vijsledny determinant

2-1 0 0.. 0 0 0
-1 2—-1 0.. 0 0 0
0-1 2-1.. 0 0 0
Ag=B. — | 0 01 2. 0 0 oi (14)
o) m |
0 0 0 0.1 21|
l 0o 0 0 0.. 0-1 2
D,

Odvozeny determinant D, patii mezi kontinuanty typu

ab00..000]
babO...()UO‘!
0bab..000]|
Die=|00ba..000, (15)

pro které plati rekurentni vzorec
D, =ab,_;, — 0®D,_,. (16)

Hodnotu tohoto delerminuntu lze pFimo vypoéist pomoct vzorce odvozeného po-
stupnym zpétnygm dosazovdnim do (16):
a) Pro sudy index k = 2r (r = 0,1, 2, 3,...) jest

Dy, = a* + (— 1)t (27" N 1) adr= DB 4 (— 1)2 (2' 5 2) LA b

oA =D (: :F. 11) L@ DA D A (= ) (:)4'2Z (17)

kde mnohotlen mé r + 1 ¢lent.
Pritom je zfejmé D, = 1.
B) Pro lichy index k = 2r 4+ 1 (r = 0,1, 2,3, ...) jest

=~

2 2r — 1
Dypoy = @21 4 (— 1)1(1’) @1 4 (— 1) ( " )azr B0

(= 1y (: T f)aa.bzw D4 (— 1) (T T 1) abr, o (18)

kde mnohoélen ma opét r + 1 &lend. -



Pro nasi numerickou kontinuantu Dy, kde ¢ = 2, b = 1, mame podle vztahu

(14) dokazat, Ze je kladna pro kazdé k, nebot hodnoty
' k
m . GRT 1 P, . . " .
=M, i > kde U= ]/’“” . jsou evidentnd kladné.
—km P

a5 1

Pro hodnotu tohoto numerického determinantu D, iplnou indukei se odvodi
vztah:

D=2, Dy,=3, D,=4,

obecné
Dy=K + 1, (19)
kde K jsou ¢isla celd kladna, nebot podle rekurentniho vzorce
Dy=2.[(K—1)4+1] —[(K—2)4+ 1=K+ 1. (20)

Jest tedy hodnota kazdého determinantu D, kladna. UvaZovany extrém jest
proto minimem.

Ze vypoltené minimum funkce L je skutednd minimem absolutnim, lze
dokazat bud sporem, nebo p¥{mym vypocétem hraniénich extrémi a jejich po-
rovndnim s vypoétenym extrémem lokdlnim.

Pouzijeme zde druhého zptsobu, ktery je sice delsi, ale zato je elementar-
né&j&i a vede na vztah (23), ktery ma sam o sobé vyznam.

Do funkce L pro zjednoduseni si zavedme oznadeni

, — 1
h=GRT, a m="""C,
n

takze

-k PA™ h P\™ h P\

=5 — 2oz — e 2R ]l

O [ e R [ G RSl (75 IR B
Fysikdlni vyznam ma pouze otevieny definiéni obor 0 << P, << P, < ... <
< P, < Py, pro proménné P,, Py, ..., P,. Protoze vyraz (21) mé smysl i na

hranici defini¢niho oboru, budeme uvazovat uzavieny obor
0< P, P, ... P < P,.
Bylo vypoéteno, Ze L mé jediné lokalni minimum v bodé o soufadnicich

Pf=C.P, Pf=C*.P, .., Pf=C"P,,

kde
. Pk+1 - ‘
C = (mp—L)k . (7)
Po dosazeni do L plyne po upravé
h Pc+ ia BY)
Ly = L(P, Py, P = b [(ll’ll)k_ 1] : (22)
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Nyni vypo¢teme hodnoty hraniénich extrému, které vzniknou:
1. Ztotoznénim 2 sousednich tlakil, to jest

P, = P, nebo P, = P; nebo ... nebo P, = P, .
2. Ztotoinénim 3 po sobé nasledujicich tlakd, to jest

P, =P, =P, nebo P, =P, = P, nebo ... nebo P,_, = P, = P, .

k — 3. Ztotoznénim k — 2 po sobé jdoucich tlakd, to jest

P, =P,=...=PFP,_, nebo Py =P, = ... =P, nebo Py = P, = ... =
. ‘ - Plcﬂ . .
Ztotoinéni £ — 1 po sobé nasledujicich tlaka neuvaZujeme, nebot v tomto pii-
padé jde o jednostupriovou kompresi mezi dvéma konstantnimi tlaky, takze
uvazovani minima kompresni prace by bylo beze smyslu.
Rovnost kterychkoliv dvou po sobé nasledujicich tlaktt véak znamend, #e L
obsahuje vidy jeden &len tvaru
P\ P o= 1.2, ..k
m'[( P ) l]« kde P, P; pro i 1,2, ..., k.
Tento vyraz ma ziejmé nulovou hodnotu, takZze L se redukuje na funkoi
o (k — 2) nezdvisle proménnych, kterou oznac¢ime L,_,. Protoie funkce L je
spojita ve vSech proménnych, lze z vySetfeni minima funkce L, , usuzovat
na hraniéni minimum funkce L. Oznalme lokalni minimum funkee 1, _,

jako L,.
Po vypoéteni soufadnic a tipravé bude

Ly— (k1) %.[(Pé;u)% - 1J.
. 1

Hraniéni minimum funkee L, _, zjistime obdobné vysetfenim lokalnfho minima
funkce, kterd vznikne ztotoinénim kterychkoliv t¥i po sobé nésledujicich
tlakd, tedy funkce o (¢ — 3) nezavisle proménnych, kterou oznaéime L,_, a jeji
lokalni minimum £,. Bude pak

Ly = (k — 2) %’ . [(P;;'l)k 5 1] :
1

Obecné majt tedy hraniéni minima hodnoty

L, = (k + 1~@')%.

pro ¢ =2,3,..,k — 2.
Abychom nyni dokdzali, Ze lokdlnt minimum L, je minimem absolutnim, staét
dokdzat nerovnost
Ly <Ly << Ly<<...<<Ly,.
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K tomu postaéi ukdzat, Ze plati

P\ P\ '
q. [(P]I;kx),, — 1] <(g—1) [(‘1’{1)“1 B 1] ’ =

kde g =k, k—1,..., 2.
Polozime vyraz

pii temZ ziejmé 4 > 1.
Nerovnost (24) ma pak tvar
qg. At < (g —1). A+ 1,
(g —1). 471 — (¢ — 1), A2 < 1 — A1,
(q—1). A1 (1 — A) < (1 —A). (1+ A+ A2 ... + Ao-2).
Nerovnost délime (1 — 4) < 0. “

Pak plati

1 1 1

g — 1<

+ (25)

1
Ao
Nerovnost tedy pro 4 > 1 zfejmé plati. Pro 4 = 1 nerovnost ptechdzivrov-
nost; uvaha viak nemé fysikdlni vyznam, nebot pro p¥ipad Py, = P, nenastiva
komprese a kompresni price mé pak ptirozené nulovou hodnotu.
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Pesowme

NPOU3BOOCTBO CAMBIX BhII'OAHBIX TTAPHVAJILHBIX
JABJEHUN 1A E-CTYIEHYATON KOMITPECCUU

BPYHO BOIIEK (Bruno Bosek)

(Ioctymniro B pegaxmuio 9/IV 1956 r.)

B npusepmennoil paGore oOHpeenAIOTCS caMble BEITONHLIE IapIAJILHELC
IaBNeBRA I k-cTylendaTol KoMnpeccny. [Ipobnema pemmaercs onpefeseHneM
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JIOKAJILHOI'0 3KCTpeMyMa BzauMocBsasanoil ¢ysrmun (1) jausa woMnpeccHon
paborsl k-crymenyaroit kommpeccun. IIpm orom Obiim npumeHeHnbl HeoOXoH-
MBIe M JOCTATOUYHBIC YCJIOBHsL TSI HAJMYMS JOKANBHOIO MUHIMYMa §yHKLUK
o (k—1) He3aBHCHMBIX ITCPCMCHHBIX. 3aMeuareiblio, Yro pemicHHe Bejer
K OIPEJIe/NTeIAM cIelNajibloro BUa, TaK Ha3KBaeMBIM KoHTuHyaHram. 11po-
naponHEle orHomenns (12), (13), (14) u (23) aBnAwTCA HOBBIMA.

Zusammenfassung

BESTIMMUNG DES GUNSTIGSTEN STUFENDRUCKVERHALT-
NISSES DER MEHRSTUFIGEN VERDICHTUNG

BRUNO BOSEK
(Kingegangen am 9. April 1956.)

Im Aufsatz wird die Bestimmung des giinstigsten Stufendruckverhiltnisses
der k-stufigen Verdichtung behandelt, indem das absolute Minimum der ste-
tigen Funktion (1) untersucht wird. Es sind dabei die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir die Existenz des lokalen Minimums der Funktion

- von (k — 1) unabhingigen Veranderlichen angewandt. Es scheint bemerkens-
wert zu sein, dass die Losung auf spezielle Determinanten (die sog. Kontinuan-
ten) fithrt. Dabei werden die Formeln (12), (13), (14) und (23) als neu abgeleitet.
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