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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 5

CLANKY

UZITI LAGRANGEOVYCH ROVNIC II. DRUHU KE STUDIU
CINNOSTI JEDNOHO STROJNIHO ZARIZENT

KAREL REKTORYS

(Doglo dne 16. bitezna 1956.) DT:531.314.5

V élanku je uiito Lagrangeovych pohybovych rovnic II. druhu ke
studiu pohybu hmotného bodu na kuZelovém plasti, ktery pfedstavuje
rotujici ést jistébo strojniho zaiizeni. Ukolem tohoto zatizeni je rychly
odsun kamene z mista, kde se hromadi. V popredi zdjmu je otézka, jak
na pohyb hmotného bodu puasobi tieni.

V prvni éasti (str. 319 aZstr, 324) jsou sestaveny pohybové rovnice,
které vedou k soustavé (8), (9). Tato soustava je analysovéna a pfi-
blizné fefena (str. 325 aZ str. 329). Kdyz kdmen opusti kuzelovy plast,
prejde na drsny pas, ktery jej uchopi a mé za dkol jej odmrstit. Po-
hyb na drsném pidsu je studovan v posledni édsti prace.

7 fysiky jsou dobfe zndmé Newtonovy pohybové rovnice. Ke studiu pohybi,
vazanych na plochy, jsou v8ak mnohem vhodnéjsi t. zv. Lagrangeovy rovnice
I1. druhu. Piesto, Ze v theoretické fysice jsou tyto rovnice dobfe znamsé, setka-
vame se s jejich praktickym uzitim velmi ziidka. V tomto ¢lanku jich uZijeme
ke studiu pohybu na kuZelovém plasti, ktery piedstavuje rotujici ¢ast jednoho
strojniho zafizent, jehoZz Gkolem je rychly odsun kamene z mista, kde se kimen
hromadi.

Lagrangeovy pohybové rovnice I1. druhu (pro jeden hmotny bod) maji tvar
(viz na pi. Joos, Lehrbuch der theoretischen Physik)

d oL oL _ - )
dt 8g,  oq

kde g, (k == 1, 2, ..., n) jsou t. zv. zobecn&né soutadnice (o tom, jak se prakticky

zavadéji, se hned dovime), n je podet téchto soutadnic (v nasem pripadé bude

dg,

n=2), ¢, = .-

)’ 1/. dt

K,,]C jsou slozky nekonservativnich sil (t. j. sil, které nemaji potencial, v nasem
piipadé to bude tfeni) do soufadnic ¢,.

, L je rozdil kinetické a potencialni energie (L =T — U) a
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N4& dkol je nyni tento: Na plast bubnu, vyobrazeného na obr. 1, dopadne
kdmen (v nadi abstrakei to bude hmotny bod), majici hmotu m (kg) a jistou
potatedni rychlost. Buben m4d tvar pla&té rotaéniho komolého kuzele. Doypliime
komoly kuzel na cely a ozna&me (viz obr. 1) délku povrchovych pfimek R,
délku povrchovych piimek od vrcholu k horni podstavé R,, Ghel povrchovych

Obr. L.

primek s osou kuzZele y. (V nafem piipadé bude B, = 0,60 m, R, = 0,30 m,
y = 45°.) Kazdy bod P na kuZelovém bubnu je (vzdjemné) jednoznadéné stano-
ven dvéma soufadnicemi r a ¢, kde » je vadalenost od vrcholu V kuzele (tedy
pro body na bubnu bude R, < r < R)), ¢ (— x < ¢ < a) je thel AB, méieny
v obloukové mife na obvodu dolni podstavy od nejnizsi polohy 4 (kladny smysl
bude stanoven ddle) k bodu B, ktery je priisedikem pravodide VP s dolni pod-
stavou (viz obr. 1).

Buben se otddéi thlovou rychlosti w (v nafem piipadé bude o = 40 rad/sec).
Uhel ¢ budeme poditat kladné ve smyslu otaéeni bubnu,

svvs

Kamen dopadne na buben v bodé C, t. j. v nejniz$im bodé horni podstavy
(r = R,, p = 0) s rychlostf o slozkdch 7 = 3 m/sec, ¢ = 0. Tetkou oznagujeme
derivaci podle ¢asu,

. dr . de
Ta YT ar
dx»r . d¥

TTae YT

atd. Kdyby buben byl v klidu, zustavalo by ¢ = 0 a slozka rychlosti 7 by se
zvétiovala nebo zmengovala podle toho, byla-li by v pfevaze gravitadni sila,
plisobici na kdmen, nebo t¥eni, jimZ je rychlost kamene brzdéna. Buben ge viak

320



otddl, a tudiz na kdmen plsobi také sila (zplisobena tienim), jejimz Gdinkem se
bude ménit i soufadnice .

Kdyz kdimen opusti buben, dostane se na drsny pas, ktery jej uchopi a mé za
tkol jej odmrstit. Pas je schematicky zobrazen na obr. 2. Mezi body D a E pfi-
1éhé k obvodu dolni podstavy bubnu (mezi témito body tedy vykonava kruho-
vy pohyb s touZ osou, jako je osa bubnu a s touz dhlovou rychlosti o).

Mdme za kol zjistit:

1. Zda (pFi daném koeficientu tient) kdamen
dosdhne pri pohybu na pdsu bodu E (viz
obr. 2).

2. V opaéném pfipadd bude teba pihs opatiit
lopatkami. Jejich tvar bude zdviset na vekioru
rychlosti, s kterow kdmen opusti buben.

Abychom mohli dany kol fesit, budeme
studovat nejprve pohyb kamene (v nast abs-
trakei hmotného bodu s hmotou m) na ku-
zelovém plasti bubnu a zjistime pro r = R;:

a) thel ¢ (polohu bodu B, viz obr. 2), Obr, 2.

b) 7ap.

(Tim bude stanoven i vektor rychlosti, s niz kdmen opousti buben.) Pak budeme
moci studovat pohyb kamene na drsném pasu a zodpovédét otazku 1,

A. Pohyb na kuZelevém plasti bubnu

Ke studiu tohoto pohybu uZijeme Lagrangeovych rovniec (1), kde bude
G =1 9z = ¢-.
Kineticks energie

m . .
T = 5 (7 + r2sin®y . ¢?),

potencidlni energii zvolime nulovou ve vrcholu V nadeho kuzele, tedy
U= —mgsiny.rcoseg.
7 Lagrangeovych rovnic (1) dostavame (pro ¢, = 7, ¢, == ¢) — nebereme-li
zatim z¥etel na tent —
d ¢L oL d oL oL
— LTl e, s - =0,
d¢ or or :

kde, jak vime, L = T — U, ¢ili

mF — msin®y . 7@* — mgsiny cos p = 0, (2)
2m sin% v rrp 4 msin®y rl%p | mgsiny rsing = 0. (3)



Abychom v rovnici (3) dostali rozmér sily, délime 7 (a souéasné sin y). Mame
2msiny .7p + mrpsiny + mgsing = 0. (4)

Nyni je tfeba vySetfit sflu, kterou plisobi na kdmen tieni. Velikost F této
sily je imérna kolmému tlaku & (t. j. kolmému na plast kuzele), ktery zpiisobuje
jednak vaha kamene, jednak odstfediva sila.

Tlak kamene na plochu vlastni vahou je mg cos y cos p. Tlak odstfedivou
silou je mr sin y cos y . ¢2. Tedy

k== mrsiny cosy . ¢* + mg cosy cos .

Pozndmka 1. Vyraz mr sin y cos y . ¢? pro odstiedivou silu dostaneme z nézoru ihned,
jakmile rozloZime vektor rychlosti do sloZek v soustiednicich r a p. Presné jej dostaneme
uzitim nékterych vét z diferencialni geometrie: Odstiediva sila jo dana, jak znamo, vy-
razem

m?

*R— ’ (a)
kde E je polomér kiivosti v daném bod&. R zfejmé nezdvisi na soufadnici ¢. Proto vy-
Setfime R v bods o soufadnicich r; ¢ = 0. Rovnice naScho kuZele s osou v ose i je

x4+ 22— tgty .yt =0. (b)
Transformaci soufadnic

X o= @,

Y = yeosy +zsiny, (c)

zZ == — ysiny -+ zcosy

ototime kuZel tak, aby jeho teénou rovinou byla ptdorysna xy. Rovnice (b) dostane tvar
a? b (1 — tg2y)et — 2tgy.yz = 0. (d)

Bodu P o soufadnicich 7; ¢ = 0, odpovidd bod = = 0,y = r, z == 0. Vedme timto bodem
normalovy fez S; rovinou » = r. Polomér kiivosti R; tohoto fezu uréime snadno podle
Meusnierovy véty: Polomér kiivosti R, fezu S,, vedeného bodem P rovinou kolmou k ose
kuZele, zname:

Ry =rsiny.

Roviny obou fezl sviraji spolu thel y, tak¥e podle Meusnierovy vity je

R, = R, cosy,
z ¢eho¥
Ry =rtgy.
Hlavni poloméry kiivosti v bods P jsou tedy
o =Ry =rtgy, p= o.

(0s je polomér kfivosti fezu rovinou .+ = 0.)

Nas v prvé Fads zajimé polomér kiivosti B normélového fezu S (v P) rovinou, danou
(normélou v bodé P a) vektorem rychlosti (v P). (Nebot ve skuteénosti poéitame pramdt

odstredivé sily do sméru normaély, a staéi nam tedy, ve shod® s Meusnierovou vétou, po-
&itat polomér kiivosti normalového fezu). Podle Bulerovy véty je

1 cos? x sin? x



kde « je tihel rovin fezi S a 8. ProtoZe g, = w0, je

Re= o (1 + tg? ). (e)
cos?

Vektor rychlosti je charakterisovén &isly r, ¢, 7, ¢. Vztahy mezi 7, ¢ a pravouhlymi
soufadnicemi z, ¥, z jsou pro plochu (b) dany rovnicemi

x = rsinysing,
Yy =rcosy, (f)
2 = rsinycose.
Transformaci (c) dostdvame vztahy mezir, ¢ a «, jj, z pro body plochy (d):
z=rginysing,

= rcos?y + rsin?ycos ¢,

Wy

= rsinycosy — rsiny cosy coS Q.
Z toho
de =rsinysing + rsinycosg.q,
dy =7cos’y +rsin®pycosp — rsin’ysing.¢.
V bod& P(r; ¢ = 0) dostdvame tedy pro tg « v rovnici (e) vyraz
d; rcosty +rsiny r
tg 6= — == e L =2 e,
dz rsiny.q rsiny .
Tedy
. / 7
R = p(1 +tg?x) =rtgy. (l + rzs—lvn{va(}z
a odsttediva sila (pfesndji: jeji pram&t do sméru normaly) je déna vyrazem

mo? m{i* 4 72 sinZ p . ¢* . oy
= = mrcosysmy.qg,

R 7+ 2 sin?y. ¢?
Uy ey
rsin®y . ¢

coz bylo dokazati.

Oznadime-li koeficient tfeni N (v nafem ptripadé bude N = 0,3), pak velikost
F sily, kterou t¥eni zplsobuje, je

F = N(mrsinycosy . @? -+ mg cos y cos ¢) . (5)

Smér této sily je dany zaporné vzatym vektorem rychlosti (nebot ti¥eni pi-
sobi proti pohybu), ov§em relativni rychlosti vzhledem k otadeni plochy. Slozky
K, a K, vystupujici na pravych stranach rovnic (1) pro & = 1, 2, jsou tedy
Gmérné slozkam rychlosti:

R jf: X (6)
1-/7‘2 4+ rw — @) sin?y

He —g)siny

:[EZ + @ — @) sinty



Doplnime-li nyni pravé strany rovnic (2), (4) (podle (1)) a vydélime-ii prvni
rovnici m, druhou mr sin p, dostaneme:

# == g siny cos ¢ - siny . rg? —

R [siny cosy . rg? 4 g cos y cos ¢] , (8)

(/) = — *——'qf----— sin @ — - -§-

rsiny 7
p o §COSYCOS @
1 rsin y ) ()

Poznamka 2. Pravé strany Lagrangeovych rovnic jsme dostali tak, Ze jsme silu,
zphsobenou tfenim, rozlozili ve slozky, opaéné slozkam rychlosti (proto jsme levou stranu
rovnice (3) upravili na rozmér sily, srv. rov. (4)). Piesné uréeni pravych stran lze provést
ptimo z definice K, a K . Podle definice (viz na pi. Joos, Lehrbuch der theoretischen
Physik) je

ox

K,=K,— + K, ""',“" A K, = (a)
or or’
on . “1/ o2

K,=K;,— + K, -~ »l— K,—, (b)
op 14

Podle rovnie (f) poznamky 1 (str. 323) je

o . . oy oz .

— = sin y sin @, —~— =008y, -—— = — sinycosgp,
or or or

o oy oz . ,

—— = rginycosgp, -—=70, — =rsinysing.
dq; do o

Podle tych? rovnic je (je nutno psat ¢ — o misto g, nebot jde o relativni rychlost)

= rsinysing -+ rsinycosp.(p-— o),
y= rcosy,
2= —7sinycose + reinysing. (p — w).
Tedy
K, = —— F s (rsin?y 7 costy) = o . - F,
l/ 2 —I— 7 sin® y ol — g ) 1/'"“" + 2sinty . (0 - ¢)?
K,= _rrsinty . (7 - o) = - t:sinzy : (ﬁ;;_({l): I

1//7'“2 + rZsin®yp . {u} — )

Doplnime-li témito vyrazy pravé strany rovnic (2) a (3) (nikoliv (4)!), dostaneme po p¥i-
sluiném vydéleni m resp. mr? sin? p rovnice (8) a (9).
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Rovnice (8) a (9) tvoFi soustavu diferencidlnich rovnic pro nezniamé funkce
7(t), @(t).

Existence a jednoznacnost fefent plynou z obecné véty o Feseni soustav dife-
rencialnich rovnic prvniho ¥adu, na niz prevedeme nadi soustavu zavedenim
novych funkel p(f) = #(t), w({) = @ (1), nebot pravé strany rovnic pak maji deri-
vace viech fada podle v8ech proménnych v okoli vychoziho bodu r = 0,25,
Fe=p=23, ¢ =0, p =y = 0 (dokonce pro viechny hodnoty proménnych,
které zde prichazeji v Gvahu, nebot, jak se ukaZe, odmocnina ve jmenovateli
ttetich ¢lentt obou rovnie nemuze nabyt nulové hodnoty).?)

UlkdZeme nejproe, Ze béhem pohybu na lufelovém pldsti zistane @ a tedy také ¢
pomérné malé (v jistém smyslu ) a Ze také 7 se velmi mdlo zméni.
Rovnici (8) mizZeme piepsat takto:
F=(gsinycosg - sinty . rg?)|l — Neotgyme oo o e ) (10)
]/ 72 L r2sin?y (0 — @)

Protoze koeficient tteni

N =03
a y = 45° (¢ili cotg y = 1), je vyraz na pravé strand rovnice (10) jisté kladny
pokud prvni zivorka bude kladna. Pokud bude 7 kladné (coz jisté nastane na
zatitku pohybu, nebot 7 je spojité a #(0) = 3), bude (pro nejnepiznivéjsi
piipad cos ¢ = — 1, ¢ = 0)

F> —gsiny > — 8,

bereme-li ¢ = 10 m/sec?; y = 45°, jak vime.

Tedy v nejnepiiznivéjdim piripads, kdy bereme pohyb jako rovnomérné

zpozdény se zrychleniin — 8m/sec?, méame:
Aty = 3 — S8, (11)
M) = 0,3 4 3t — 4f2 (12)

(nebot #(0) = 3 m/sec, r(0) = 0,3 m).
Resgenim rovnice
0,3 1+ 3t — 462 = 0,6

zjistime, Ze kamen dosibne dolniho okraje bubnu (za predpokladu tohoto rov-
nomérné zpozdéného pohybu) za dobu ¢ kratdi nez § sec. Piitom z (11) plyne,
%e béhem pohybu bude stale 7 > 2. (Ve skute¢nosti, jak dile ukdzeme, bude
t; < 35 a7 bude stale kladné.) Tim mdme prond resultdt: Kdmen dosdhne dolniho

1} Hloubgji se zde témito otdzkami zabyvat nebudeme, nebot prace ma zcela jiny tkol.
Srv. na pf. Stépanov, Kurs diferencidlnich rovnie, str. 156. Analysou, obdobnou té, jiz
provadime v dalsim, lze snadno ukdzat, Ze mame zaruéenu existenci a jednoznradnost
feSeni v celém Gasovém intervalu, ktery zde ptichazi v ivahu.



okraje bubnu (1. §. hodnoty B, = 0,6 m ) za dobu t, krat§t neZ § sec. Po dobu pohybu

bude stdle  kladné.

Nyni si véimnéme rovnice (9). DokidZeme, Ze bhem pohybu je

lp(t)] << 1,6 rad/sec .
Vezméme nejprve v tivahu ¢asovy interval J,, v ném?

0< t<;z sec .

Dokéazeme nejdiive, ze v J; nemlze byt @ > 4 (rad/sec). Necht naopak
v pritbthu J; nabyvé ¢ hodnoty ¢ = a > 4. ProtoZe p(0) = 0 a ¢(t) je funkee
spojita v J,, existuje (jak plyne na p¥. z ve’r,y o infimu) nejmensi z bodit ¢ € J4,

v ném% ¢(t) = 4. Oznadme jej ¢, takze,
plt) = 4.
Ze stejnych davodii existuje takovy bod t, e J,, Ze
plty) =0 a @) >0 pro <t <t.
V intervala J, = (4, t,)> je stale
——¢ <0,

nebot r > 0,9 > 0 a7 > 0, jak jsme pravé dokizali. Dale
éﬁiny (0 —¢) <03
[t e sinfy . (0 — ¢)f

cosy < 0,71,

0 < N

— ——‘(L— sin @ < 50,
7 8in y

geosycosp _ o
rsin y
Tedy v .J, je podle (9)
P < 50 -+ 0,3 (0,71 . 42 -1 34) < 64 .
Ale délka &asového intervalu J, nemuze byt vétdi nez
@(t,) = 0, nemilze byt ¢(t,) = 4, nebot

1 -
64 ., < 4.

(13)

1 v
50 S€C, a protoze

Tim jsme dospéli ke sporu s predpokladem, Ze ¢(t) nabyva v J, hodnoty vétsi

nez 4.

Tym# zpisobem, ale jedté snadnéji se dokae, ze v J, nemtiZe byt ¢(t)

(nebot pii obdobné provadéné dvaze bude — ; @ > 0a ¢len

rsiny . (w0 — ¢)
V7 4+ »sin?y . (w — ¢)2

cos y. ¢?
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bude kladny). Tedy v J, je
p(®)] < 4.
Z odhadu obdobného nerovnosti (13) vyplyva
| < 64
a tedy v J;
lpl < St. (55)? = 0,08 (rad) .

t 20

Z toho vyplyva, ze nyni ve &lenn

q .
~rsin gy SO
muzeme vzit
Jsin | < 0,08
a tedy
} — 9 sin(,v! < 4.
r 8in p

Na zaklads toho mizeme tvrdit, ze v J, nebude nikdy ¢ > 0,8. Nebot dvahou
zeela obdobnou piedchazejici bychom z nerovnosti

¢ <4+ 0,3(0,71.0,8 4 34) < 15
(srv. nerovnost (13)) usoudili, Ze nemuiZe byt ¢ = 0,8, jezto
1
15,5 < 08.
Stejné zjistime, ze nemize byt v J, ¢ < — 0,8, Témito ,,postupnymi aproxi-
macemi‘ dojdeme nakonec k zavéru, ze v J, bude stale
lp| < 0,55, |p| < 0,014 .

Provedeme-li obdobné tivahy pro interval J, (5 = ¢ < ;) a Jy (5 <t < §)

dojdeme k vysledku, ze béhem pohybu bude stale

o) < 1,6, |p(t)] < 0,1.
Ptislugné vyposty zde neprovidim, nebot jsou zdlouhavé a pfitom myslenkové
velmi jednoduché (jsou v podstaté zalozeny na nerovnosti (13}).

Po téchto ivahdich je za prvé vidét z rovnice (10), Ze v prabéhu pohybu bude

stale

P (T,1408).1<8,
takie bude stile

F<d,

za druhé je vidét, Ze se dopustime malé chyby (vzhledem k tdelu nadehovy-
poétu zcela zanedbatelné), nahradime-li rovnici (10) rovnici

¥ == 0,88g siny,
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¢ili rovnici
F=162. (14)

(Nebot cos ¢ == 1, sin?y . rg? == L g sin y.?)

7 3
N cot, =,
gy l ¥2 |- 7‘2 sin*y . (w — (p) 20
(1"|‘3!())(1“‘§35)i1— = 0,88.)
7 (14) plyne
F=34+ 62, - (15)
r =031 3| 3,1, (16)

Z (16) plyne, Ze doba polhybu na kuzelovém plasti bude rovna
t, == 0,092 sec,
nebot pro tuto dobu nabyva r hodnoty R, = 0,6 m .

Pro ptiblizné uréeni ¢(f) ndm zcela postaéi tento postup: V rovnici (9) za-
cos g ,

Cos y ¢
nedbdme &len cos y . ¢* vedle élenu 2 g.e08 ,3) poloZime sin ¢ == @, naso-

7 sin y
bime celou rovnici r, pricteme k obéma stranam ¢len #p = 6,2¢ (srv. (14)) a po-
loZime

;o rsiny. (o _greosycosg 4
1/'7'?—?7275”12 sin y o
Dostaneme: ~
v 4+ 2rp - rp = — 1414 9 4+ 6,29 1 3,
¢ili
dig:f) — 7,93p 1 3. | amn

V prvnim piiblizeni vezmeme v Givahu na pravé strané rovnice (17) jen ¢len 3,
takZe Fesime rovnici

)
e T (18)

2) Jde o to, do jaké miry bude v pribshu pohybu &len sin y . 742 maly ve srovnani se
8lenem g siny. Zde jsme zvolili v prabthu pohybu jakousi stfedni hodnotu 7 == 0,5,
42 = 1. Upozoriiujeme na to, Ze po pedlivé analyse, provedené na piredchézejicich stran-
kach, provadime zde jen hruby technicky vypotet, abychom dospéli k numerickym vy-
sledkiim. Odhad fhyhy by zde jisté bylo mo¥no udélat {(nebot z predchdzejiciho vime, Ze
0 < ¢% < 2,566, 0,3 ~ r < 0,6, 2 < r << 4), tento odhad by viak byl pracny a vzhledem
k ucclu naseho x§p0ct11 je zcela zbytedny. :

geosy cos @

3) Nebot [cosy . 2| < 1,82, ~ > 16,5. Mimo to na podatku pohybu je ¢

rsin y

velmi malé a r = 0,3. Viz také pozndmku 2 pod ¢arou.



Dostaneme

d(rg)
o

(nebot g(0) = 0, p(0) = 0) a

re = 1,62,
7z Sehoz (podle (16))

1,56
=03 3t 318 (19)
Pro t, — 0,092 sec je
@ = 0,02 rad , (20)
® == 0,33 rad/sec . (21)

3%

Z (20) je vidét, Ze pro nas acel stadi v (17) skutednd vzit v Gvahu jen druhy
dlen pravé strany.

Resulldal studia pohybu na kuielovém pldste tedy zni: Pohyb trvd 0,092 sec, pfi
emz v tomto ase je

7 == 3,67 m/sec, @ = 0,02rad,

¢ = 0,33 rad/sec .

B. Pohyb na drsném pisu

Jak jiz vime z Gvodu, kdmen, kdyZ opusti kuzelovy buben, dostane se na
drsny pas, ktery priléhd k zakladné bubnu a otadi se se stejnou thlovou rych-
losti @ = 40 rad/sec. (Uvazujeme jen pohyb
mezi body D a FE (obr. 3), tedy kruhovy
pohyb.) Polomér tohoto kruhového pohybu
oznacime R, Bude R = 0,6 sin y == 0,424 m.
Uhel méfime podle obr. 3 (od nejnizsiho
bodu A ve smyslu otddeni pasu). Soutadnici
ve sméru od vnitiniho okraje pasu k vnéjsimu
okraji oznadime .

Ke studiu uzijeme opdt Lagrangeovych
rovnic (1). Zde bude

U= —mgRcosg,
T:ZW+W&
a tedy (zatim bez tieni)
%mo.m (22)



¢ili

mi = 0 (23)
a
d, o
T (mR%}) + mgR sing = 0, (24)
¢ili
mRByp -+ mgsing = 0. (25}

Velikost tieni zde bude
R2(/32

s (26)

N(mg cos ¢ 4 m

pfi ¢emZ na pasu
N =106.

Tato sila bude opét mit smér zaporného vektoru (relativni) rychlosti. Rozlo-
Zime-li (26) ve slozky a doplnime jimi pravé strany rovnic (23), (25), dosta-
neme:

x
mi = — N myg cos g -+ mRg?), 27
lxl + R2(w — (p) ( v 4 @7)
. R
mByp = — mg sing -+ N =9 _ (mg cos ¢ + mRg?) . (28)
Ve -+ B — ¢)*

Tyto rovnice dostaneme také jako specialni pfipad rovnic (8)a (9), piSeme-li
v nich rsiny = R, cosy =1, siny = 0. O piesném uréeni pravych stran
Lagrangeovych rovnic viz poznamku 2 na str. 324.

Podrobnou analysu rovnic (27) a (28), jakou jsme provedli pro rovnice (8)
a (9), zde jiz provadét nebudeme. Protoze, jak vime, mame rozhodnout, zda
kdmen dosdhne bodu £ (a $ifka pdsu neni dana), bude néas zajimat jen rov-
nice (28). Bude
& < B¥w — ¢)?,

takZe rovnici (28) miizeme (po vydéleni vyrazem mR) nahradit rovnici

éja:-—j)—sm(p—}—N S cos p -+ Ng? |
dili

¢:j%-(~sin(p+Ncosq))—}—N¢2. (29)

Rovnice (29) je nelinearni. Piepiseme ji ve tvaru
¢ = N¢* + f(g), (30)

kde (po dosazeni numerickych hodnot)

flg) = — 23,6sinp + 14,15 cos @,

N =06.
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Snadno dostaneme prvni integral této rovnice. Zavedme novou nezndmou
funkei u(t) substituei
U= ¢%.
Z toho
du = 2p dp = 2¢ dy
(jak plyne z rovnic

20t
(,c}i—5,84 e"“%34 8singp+54cosp
\\\
10
o - ¢ [rad]
0 05 10 15
Obr. 4.
dp = g dt,
o di = do),
&ili, uzitim (30),
du = 2(Ny? + f(g)) de . (31)

Pigeme-li v rovnici (31) u misto g2, mame linedrnt diferencialni rovnici

du

i == IN 2 .

dy u -+ 2f(p) (32)
Elementarni methoda feseni dava feSeni ve tvaru

U= ;" + acosp -+ bsin g

(¢, libovolna konstanta), ¢ili (po vypoctu konstant a, b a dosazeni numerickych
hodnot)
@ = c,e"*" -+ 34,8 sin p + 5,4 cos ¢ . (33)

Pro podatek pohybu na drsném pasu je

=002, ¢=1033,
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7 ¢ehoZ

Tim dostdvame (z (31)) vatah mezi thlem ¢ a rychlosti ¢:
@ = — 5,84e"* + 34,8 sin g | 5,4 cos .

Zavislost ¢ na ¢ je znazornéna na obr, 4.

Pro potatek pohybu je ¢ > 0 (a také ¢ > 0, jak je vidSt z (30)), tedy ¢ zlstd-
vd kladné az po thel ¢ = 1,5 rad -+ 86°, kde se stava nulou a prechdzi do
zapornych hodnot (¢ je zde zaporné, jak je opét vidét z (30)). Tedy kamen na
drsném pdsu nejen Ze nedosahne bodw E (obr. 3), ale dhel ¢ nedoséhne ani 90

v o

stupni.

Resultdt nasi prdace je tedy tento:

Drsngj pds je mdno opatFit lopatkami. K wréent jefich tvarw jsou smérodainé
hodnoty v okamiku, kdy kdmen opoudtt kuZelovyj pldst bubnw (r = R,):

F = 3,7Tm/fsec, ¢ = 0,02rad, ¢ == 0,33 rad/scc.

Peswome

NPAJIOMEHWE VPABHEHUH OABUWIKEHU JTATPATIIRA
11-10 POJIA K USYUEHUWIO JIEACTBUA
OJJHOI'O MATNIMHIIOIO YCTPONRCTBA

-KAPEJI PEKTOPDLIC
(Moerymuno B pepaxipnio 16/111 1956 r.)

B crare wcnoneszyiores ypasnenns jaemrenus Jlarpamsxa 1I-ro popa upnm
M3YYEHUA JBHMEHHA MATepUaLHoOl TOYKH 10 KOuycoo0pasHo# moBEpPXHOCTH,
I]p(}jl(_‘,TaBJTH]OII{Eﬁ Bpauiamonryocsa YacTh IJGI{OT(}[)()I‘() MaIIUHHOr O 'YC'I'}')()J:”I(‘,TBH.
IT0 yerpoileTBo mpucnocofieHo JUIS yIaTeHns KaMHell ¢ Mecra, B KOTOpPOM
OoHM cronAITCA. Ha nmepBeli niiaH BeIJIBUTaeTes BOMPOC, KAaK HA JIBIKEHIE Ma-
TepUanIbHOU TOYKM JieiICTBYET TPeHHue.

B nepoit wactu paGornt (ctp. 319 — crp. 324) cocraBiAIOTCA ypaBUCHUs
ABHKENUsT, KOTOpLle NpuBoOyAT nac k cucreme (8), (9). Hposopwures necmeno-
BaHue 3TOH cHcTeMBbl W npnbiausurenbpoe pemennc ee (crp. 325 — crp. 329),
Korpa xamens noxpgaeT KOHycoo0pa3nylo H0BePXHOCThL, OH HONA/IaeT HA JKECT-
Kuii Kouseiiep, KOTOPLI mopxBaTeBaeT ero u 3arem orfpacsizaer. [[pmxeune
1a KeCTROM KouBelepe M3y9aeTcd B IOCIeJHeld gacTn paboTEL.
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Summary

APPLICATION OF LAGRANGE'S EQUATIONS OF THE SECOND
CATEGORY TO THE STUDY OF THE FOUNCTION OF A MECHANISM

KAREL REKTORYS
(Received March 16, 1956.)

In the paper, Lagrange’s equations of the second category are used to the
study of motion of a stonce (material point, in our abstraction) on a conic sur-
face, which represents a rotating part of a mechanisin. The purpose of this me-
chanism is a quick transport of stones from the place, where they are concen-
trated. The chief question is, what is the influence of friction on the motion.

In the first part of the paper (p. 319 — p. 324) differential equations of motion
are formed, which lead to system (8), (9). This system is analysed and approxi-
mately solved (p. 325 — p. 329). In the moment at which the stone leaves the
surface of the conic part of the mechanism, it falls on a rough belt which
takes it and has to reject it.

The motion on the rough belt is studied in the last part of the paper. In this
part, the chief question is, whether the belt must be provided with paddles
or not.
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