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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

KONSTRUKCE ,,POSITIVNE REALNYCH FUNKCI*

VACLAV DOLEZAL

(Doslo dne 2. prosince 1955.) DT :517.51

Clanek je vénovan methodim konstrukee positivng redlnych funkei,
které hraji dideZitou roli v theorii linedrnich elektrickych obvodi.
Jsou tu fefeny tyto otazky: 1. sestrojeni positivné reélné funkcee,
jejiz realnd ¢ast na imagindrni ose je rovna dané funkei, splfiujici
jisté podminky, 2. sestrojeni positivnd realné funkee, jejiz redlnd &ast
na imagindrni ose aproximuje danou spojitou funkei s predepsanou
presnosti,

Uvod

V theorii pasivnich linearnich systému, t. j. takovych, které neobsahuji
zdroj energie, at elektrickych, mechanickych nebo akustickych, hraji dalezi-
tou roli t. zv. ,,positivné redlné funkce‘‘. Ukazuje se, Ze linedrnim systémtm
lze ptitaditi jisté charakteristické funkee komplexni proménné 2, které po-
pisuji jejich dynamické chovéani, a které zavisi na parametrech a struktute
systému.

Pusobi-li totiz na takovy systém néjaka ,.sila”, vyvold v misté pusobeni
jistou ,,vychylku®, kterd pfi pevnych potateénich podminkach je ,silou’
jednoznaéné uréena. Studiem tohoto prifazeni ,,sila—vychylka®™ mozno do-
kazat, e je lze charakterisovati pomoci téch funkef komplexni proménné,
jejichz singularitami v oteviené komplexni roving jsou pouze pdly, a kteréd maji
tu vlastnost, Ze 1. libovolnym dvéma konjugovanym hodnotdm argumentu
odpovidaji konjugované funkéni hodnoty, 2. kazdému argumentu s kladnou
realnou ¢asti odpovida funkéni hodnota téz s kladnou redlnou Gasti.

Konkretné dosptjeme k takovym funkeim na piiklad pii vySetfovani
chovani vstupu anten, vlnovodii, membran reproduktord a pod.

Nejvétsl dilezitost z této tiidy funkeil maji pak funkee racioniini, které
nazyvame ,,positivné redingmi funkcemi* (dale PRF). K témto funkeim dospé-
jeme pii vySetfovani systémh se ,,soustfedénymi parametry®™, t. j. systémau,
které jsou vytvofeny z konetného podtu zakladnich prvka. Takovymi jsou na
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pt. v elektrotechnice sité, sestavené z odpori, kondensatori, vlastnich a vza-
jemnych induké&nosti. Jejich charakteristické funkce nazyvaji se zde impedance
a admitance. Bylo dokazano (Bruxg, REza [2]) téZ naopak, ze je-li ddna PRF
f(1), pak moZno sestrojiti systém. se soustfedénymi parametry tak, Ze jeho
charakteristickd funkce bude rovna f(1), ¢&ili, jak ¥ikime, je mozno f(1) ,,re-
alisovat‘. Tyto methody nazyvaji se synthesou obvoda.

Zavedme si oznadeni: bud [' mmoZina viech komplexnich ¢&isel 4, pro které
jest Re 2 > 0, I' pak jeji uzdvér, t. j. mnoZina viech 2, pro které Re 1 >> 0
a bodu co. Pak mizeme vysloviti definici PRF takto:

Rekneme, Ze f(A) je PRF, jestliZe

1) f(2) je raciondlni funkci 2,

2) pro kafdé 4 e« I, A == pdlu f(A) platt

fA)=12) a Ref(d)>0.

Pro tyto PRF lze dokazat fadu vét, z nich% zékladni vyznam ma tato

Véta 1. Je-li f(1) PRF, pak

1. (1) nemd ant polé ani nul v T,

2. pFipadné poly na imagindrni ose nebo v oo jsou jednoduché s redlnymi
kladngmi residui,

3. jsou-li iw, (0 <o, <wy...<w, << o) jeji pily na imagindrni ose,
pak plati
o 2k,A kq

fd) =kt A 2 5" g v,

kde ko, k,, =2 0, k,, > 0 a kde y(3) je v T holomorfni a je PRF, pokud (i) == 0.

Pro ka#dé w + 0, o0, w,, jest Re p(in) = Re f(iw).

(Dikaz viz na pt. [1].)

Obratme se nyni k otazkam, kterymi se budeme v tomto ¢lanku zabyvat.
Prvym nagim tkolem bude nalézti podminky, za kteryeh bude dand funkee
redlnou Gasti néjaké PRF na imagindrni ose, dale pak sestrojeni takové PRF.
Tato otdzka se vyskytuje pfi synthese obvodi, zejména pak pri synthese
2n-pdla. Z véty 1 je beze vieho patrno, Ze bude-li mozno takovou PRF sestro-
jit, pak Ze YeSeni nebude jediné, leda ze bychom kladli dalsi podminku, aby
sestrojena PRF byla v I" holomorfni.!) P¥ipojime-li tento pozadavek, zarutime
tim, jak uvidime, jednoznalnost YeSeni, pricemz fysikalni podstata véci ni-
kterak neutrpi. Lze totiz ukazat, Ze charakteristickd funkce kazdého ,,technic-
kého** systému (t. j. systému s vesmés dissipativnimi elementy), je v I" holo-
morfni.

1) Pojem ,,holomorfni funkce' vztahuje se zpravidla na oblast, t. j. otevienou souvis-
lou mnoZinu. 'V piipadé uzaviend mnoZiny I' rozumime ritenim ,,f(2) je holomorfni v I',
%e existuje oblast G D [ tak, e f(2) je holomorfni v (.
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Druhym nagim dkolem bude nalezeni podminek, p¥i jejichz splnéni danou
funkei u(w) bude mozno sestrojiti PRF Z(4) tak, Ze funkce Re Z(iw) bude apro-
ximovat u(w) s libovolnou predepsanou piesnosti. Fysikdlni vyznam feSent
této otazky je v tom, Ze umozni sestrojeni linearniho systému se soustfedé-
nymi parametry, ktery bude s libovolnou piesnosti ,,nahrazovat néjaky
obecny linedrni systém, o némz neni zndmo nic vice, nez realna ¢ast jeho charak-
teristické funkee na imaginarni ose, t¥ebas experimentalné zjisténa.

Tak na pt. ve slaboproudé elektrotechnice bude mozno sestrojiti , ,napodo-
beniny‘‘ anten, kabelii a pod. z namétenych hodnot ohmické slozky impedance
nebo admitance, coz ma vyznam pii konstrukei vyhybek, filtrt atd.

Uvedeme zde celkem tfi methody aproximace. Véta 5, na které je zaloZena
prva methoda, je jistym zobeenénim Gonzdlezovy véty, kteréito zobecnéni
je vhodnéjst pro praktickou aplikaci. Nadto dokdzeme vétu 5 priméjsi cestou
nez v praci [3].

Cast 1.

Nejprve zavedeme si pro strucnost vyjadfovani nékterda oznadeni. Bud
IT systém vsech PRF v " holomorfnich. Necht K znali mnozinu vech &isel
z, pro kterd |z| << 1, K pak jeji uzavér, t. j. mnoZinu viech ¢&fsel z, pro né#
lz] < 1, a konetné bud K — K jejich rozdil.

Jak znimo, plati toto tvrzeni: (jeho ditkaz viz na p¥. [4], str. 200).

Je-li [(2) realna funkee, definovand a spojitd na K — K, potom existuje
funkce F(~) kterd je holomorfni v K, jejiz Re F(z) je spojitd v K a pro niz
je Re F({) = f(£) pro kazdé { e K — K. Viechny takové funkece F(z) Ize vy-
jadiit Schwa&.‘zovym integralem

Z‘szf

kde je z e K, [ = e'v, C redlna konstanta

Ty o

J‘r‘ It

Viimnéme si piipadu, kdy funkee f(C) spliiuje podminku f(¢) = f() pro kazdé
CeK — K, t j. kdy f(¢") je sudou funkei ¢. Pak plati pro z e K:

Wz ! e‘“‘l"'
= .,_['ff 0'7) ,",;'":";;d — il = *ff ) oy — O

Bude tedy platit F(z) = F(z) tehdy a jen tehdy, kdyz C = 0. Mozno tedy
vysloviti pro nage ficely dilezitou vétu: '

Véta 2. Bud {(C) redind funkce, definovand a spojitdc na K — K, kterd pro
katdé T e K — K spliiuje rovnost f(2) = J(Z). Pak existuje jedind funkce F(z),
klera splituje tyto podminky.
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1. je holomorfni v K,
2. pro kafdé z e K je F@z) = Fz);
3. Re F(z) je spojita v K a plati Re F(J) = [(Z) pro kaZdé § ¢ K — K .2)

Tato funkce F(z) je pak v bodech K definovdna integrdlem
— an ‘:__ 2 I = plw
F) =4 f(e)é.izdfr (L = etv). (1)

Vétu 2 doplnime jesté tvrzenim: .

Véta 2a. Spliuje-li [(£) podminky véty 2 a nadto je f(£) == 0, {(C) = 0 véude
v K — K, pak pro ka¥dé z ¢ K plati Re F(z) > 0.

Toto tvrzeni plyne bezprostiedné z véty o minimu harmonické funkece
Re F(z) v K.3)

Na zdkladé odvozenych vztahét mizeme vysloviti obdobn4 tvrzeni, vztahu-
jici se na I'misto na K. Plati tato véta:

Véta 3. Bud U(w) redlnd sudd funkce w, definovand na {— o, o), klerd je
tam vSude spojita (. j. pro kaidé e (— oo, cw0) existuje vlasing lim U(£) =
= U(w)).

Palk existuje jedind funkce Z(1), kterd splituje podminky:

& om

1. je holomorfni v I';
2, pro kaidé A e 1" je Z(A) = Z(4);
3. Re Z(1) je spojild v I' a pro kaidé w redlné plati Re Z(zw) = U(w), « Re
Z(0) = U(c0).
Tato funkce Z(2) je pak pro 4 e 1" definovdna integrdlem
27 mU(w) dw
i —_— — —_—
Z0) = 7 o A2 (
0
Vita 3a. Je-li nadio U(w) =£ 0 a vdude U(w) 220, pak pro kaidé Ael je
Re Z(2) > 0.

Lo
~

Dukaz. Uvazme, ze transformace 2z = zobrazi prosté ['na K, ima-

L -2

ginarni osu 4 roviny na K — K — {1}, bod o do bodu — 1. Bod iw se zobrazi
. v v 4
na bod eir, pridemz plati vztah o = — tg 5

2) Plati-li dokonce, %e funkee f(¢) splituje Lipschitzovu podminku, t. j. Ze existuji
pro ni pevné &isla M > 0 a 0 < « < 1 tak, Ze pro viechna ¢y, &, e K — K je |f(&y) —
— HE £ ML, — L,), paklze dokizab, Ze F(2) bude spojitd v K.

3) Vétu o maximu a minimu harmonické funkee viz na pi. [4], str. 188,
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Definujme nynf funkei f(¢) na K — K predpisem: je-li ¢ ¢ (— 7, ), kladme
f(e) = U(— tg 1g) = U(tg 1p). Z¥ejmé potom f(£) bude spojitd na K — K.
Existuje tedy k f({) funkce F(z), ktera ma vlastnosti z véty 2. Odtud viak
vyplyva, Ze poloZime-li Z(1) = (i - ft) bude mit Z(2) viechny vlastnosti

z véty 3, a ze téz plati véta 3a.
Zbyva dokazat vzoreo (2).

1 —
Zvolme tedy bod 4, e I', kterému odpovida bod z, == »jr—« Pro ptislusnou

funkéni hodnotu plati:

Zh) = F ~0:anf: )ty

, - 70

Zrejmé plati

BT L“"éo
Z(AO)_hmzn ff dp, n>0.

70 C— %
. . . . T
Transformujme integral na pravé strané substituci (= er = T
: ®
Snadno se plesvédéime, ze plati:
4 2z j 1 T
-dg = 2/ d
L — 2z ? lztu—20+l+ “-
Meze ¢ = — n + n, = — 5 transformuji se na meze w = ctg iy, — otg 7.
Polozme jesté H = ctg 1, a miZeme psat:
EERT - "
1 1 1 2 Ulw) d
e d(]/ = — lT (l) -+ [/(U dw = i) 2((“) C‘U s
27 G — lo 1+ ¢ 14 A+ w?
—aig 0

jelikoz U(w) je podle predpokladu suda.
Odtud v8ak plyne, Ze

1
s . 22 [U(w) dw
A=l ) B
0
coz bylo dokdzati.

Aplikujme nyni véty 3, 3a na piipad, kdy U(w) je raciondlni funkei. Bud
tedy r(w) sudd raciondlni funkce w, definovana na {(— o, o), kterd je tam
vSude omezend.

P(w)
Qo)’
¢ nemuze mit redlnych kofent. Z toho, Ze r(w) je omezena, plyne, Ze stupen
mnohoé¢lenu P je nejvyse roven stupni @, a tedy Ze r(w) je spojitd viude na
{— oo, wy, ¢imi jsou splnény pozadavky véty 3.

Pigme r(m) = kde P, @ jsou nesoudélné polynomy. Je zfejmé, ze
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Tvrdim nyni, Ze funkee Z(A), definovani na zikladé r(w) integralem (2) je
racionalni funkei 2. '

“ g A [ Plo) 1

Zvolme tedy A e I'. Ziejmé moZno psat Z(4) = 7 ) O) 2T ot

dw. UvaZme

Pu) ) .
raciondlni funkei H(u) = 57— 55— -5 komplexni proménné u. Je ziejmé,
() Q)2 + 12 p p H ]
%e H(u) nema péli na realné ose a je v bodé oo holomortni. Existuje tedy &islo
N > 0 tak, Ze vSechny pély H(u) budou lezet uvnité kruhu |u| = N. Zvolme
néjaké N’ > N a uvaime kladné orientovanou integra¢ni cestu C,., tvofenou
usekem redlné osy mezi body — N', N’ a polokruznicl |u| = N’, leziei v horni
poloroving . Pak plati:
[ H(uydu = 271 > Res H ,
Cxr
kde soudet se vztahuje na pély horni poloroviny. Mozno tedy psét:
N'

i (Pw) do f IS

(symbol [ ... zna¥l integraci po polokruznici). Déle je zfejmé, Ze existuje
- N

. - ey e A . ,

lim f = 0 a jeizto existuje téz lim =~ [ ... = Z(A), mame vysledek

N'—o Niesoo 7T

Sy
Z(1) = 2)i > Res H.

Véimneme-li si nyni, Ze kazdé residuum H(u) je raciondlnim vyrazem v 2,
plyne odtud, ze Z(4) je racionalni v 2, coz jsme méli dokazat.

7 faktu, #e Z(1) je rac. funkei a Re Z(1) je spojité v ', vyplyvé na zdklads
principu analytického pokracovani ten dasledek, ze Z(2) bude holomorfni v I

Odvodili jsme tedy vétu:

Vita 4. Bud r(w) = 0 sudow raciondIni funkci definovanow na {— oo, w0,
ktera véude spliiuje podminku 0 < r(w) < C << w. Pak existuje jedind funkce
Z(2) € II, pro kterow plati Re Z(iw) = r(w), Z(0) = r(0).

Tato funkee Z(4) je dana vzorcem (3)%)

Ptiklad: Dano

2

)= 6 ottt 4

1Y 7 této vty vyplyva jeden vedlejsi dasledek negativniho charakteru: obeend neni
moZno rozlozit danou Z ¢ II na soubet Z = Z, - Zy; Z1, Z5 ¢ II tak, Ze kaida Z,, Z, bude
mit méné polit nez Z. To dokazuje piiklad funkee 7(w) = (1 -+ w?)~". Fysikdlné to zna-
mené, Ze obecnd neni moZno uskuteénit synthesu dvojpélu jako vighradné seriovow (nebo vy-
hradné paralelni) kombinaci dvojpola strukturdlng jednodussich.
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Mame uréiti Z(1). Mame

2
H(p) = 5 .
)= (31 F 4)Ge + )
Pély H(u), lezici v horni poloroving, jsou v bodech: ¢; 4 | -+ 4; 4. Vypoltem
residui obdrzime snadno:

S 38 4 97 + 10

/i - ——

( );'10(/1+ 1)(22 + 21 4+ 2)°

Cast 11

Prva methoda.

Pristupme nyni k odvozeni dalsich dasledkd z vét 2 a 3. Bud tedy U(w) == 0
sudou funkei o, definovanou a spojitou na (— oo, 0y, kterd viude splituje
podminku U(w) == 0. Definujme na {— a, x) funkei U(p) pledpisem: U(p) =

1 v s v Fr vegr , > X7 -
=U (; tg (f;) . % > 0; ziejmé U(g) bude spojitd na {— 7, @). Polozime-li ve

véte 2 f(2) = f(ei?) = Ulg), splituje zfejmd f(¢) jeji pedminky. Bud tedy F(z)
funkee ptisluina f({) ve smyslu véty 2. Potom pro kazdé z € K plati Tayloriv

. ¢ 1 .
rozvo] F(z) = -§ tez 4622+ ..., kdee, = — fU((p) cos ny dp, n=1,2,
& MA
3, ..., ponévadz U(p) je sudou funkei ¢ (viz dodatek A, véta) a kde Re ¢, =

1 . . . s 1. y

— fb'(qo) dg. JeZto viak podle véty 2 F(0) je realné, plyne odtud, %e Re ¢, =
= ¢,. Jak vidno, jsou ¢isla ¢, Fourierovymi koeficienty funkce 17(177) (a jsou
tedy vesmés realnd).

Oznatme S;(z) = d¢y + ¢,z + ... +¢,2f a utvoime Cesirovské stiedy
prvého tadu

to(z) = §p(7«)’:+j 81(3) T +S"_(Z) 5 - i n 1l 2.
n -+ 1 2 Lo on 1

Véimnéme si, Ze pro z — ¢ ¢ K — K je

. ¢ 41—
Re t,(efr) = 20— 4 2’1 _24— iﬂl ¢, COS v ,

coz jsou Cesarovské stfedy, utvorené z Fourierova rozvoje funkee /().
Potom viak plati podle Fejérovy véty (viz [5], str. 518), Ze lim Re {,(eiv) =

N r sy
= U(g) = Re F(e**) stejnomérné pro viechna ¢ e (— =z, 7).
Uvazime-li déle, 7e Re t,(z) a Re F(z) jsou harmonickymi funkcemi v K a Ze
téz jejich rozdil je tam harmonickou funkei, plati podle véty o maximu a
minimu:
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min [Re t,(0) — Re F()] < Ret,(z) — Re F(z) < max [Rel, () — Re F({)]

ek K CeK-K
(vyludujeme trividlni p¥ipad Re F({) == konst) pro kazdé z ¢ K. Odtud vsak
plyne, ze Jim Re t,(z) = Re F(z) dokonce stejnomérné v K.

UkaZeme nyni dale, ze pro kazdé n a kazdé z e K je Ret,(z) > 0. Dikaz
opira se o vétu ScHUROVU [ 6], kterd pravi:

Budte f(z) Za zr, g(z) = Z b,2r v K konvergentni Fady, pro néf plati
Re f(z) > 0, Re g(z) 0 pro Aazde ze K. Bud by = Re b,. Utvo¥me Fadu
h(z) = 2a,by - Z abz (kterd rovnéc konverguje v K ). Potom pro kaZdé z ¢ K

je Re h(z) >
(Dukaz viz dodatek B)

Polozime-li do této véty za f(z) = ('20 4 ¢z | e2? - ..., za g(z) pak poly-
ot 41—
nom g(z) + Z P IH z', ktery ma v K kladnou redlnou dast jak

je ukazano v dod%tku C, plyne odtud okamzité nase tvrzeni.

Pro aplnost budiz zde je§té uvedeno, ze byly BERNSTEINEM (viz [7], str. 203)
nalezeny odhady pro odchylku Fejérovych souctu od dané funkee v pripadé,
Ze spliuje Lipschitzovu podminku s konstantami M, « (viz poznamku pod
¢arou 2). Oznacime-li o(p, q) = sup Ip(x) — q{z)|, pravi tyto odhady v naem

rel a0
pripadé:
N ) . C.M 2
s - R 74 < T < "0 o~ <7
o0p): Re by (@) < T 0 P pro < 1
oaM=/2 + M (n -4 D]
oo 2 =05 e pro o = 1.

Pro praktické pouziti jsou viak tyto odhady piilis hrubé.
Tyto vysledky preneseme nyni do /"

. #A
Zavedeme-li transformaci z = e zobrazi tato K na 1", K na I, Odtud

I — xA
(Fa] - "
ZN() =1, (1 91/1) eIl,

plyne okamzité, zZe

Nadto plati, Ze pro kazdé & > 0 e\istujc N, tak, ze pro viechnan 2> N _ a kaidé
¢ e(—m, 7> je |Ret, (%) — Up)| < Vsnnnemo h si, Ze v dusledku trans-

formace z — 2 je bodu e¥ piifazen bod iw = — - tg 5)4 , plyne odtud, Ze
. LI
Re Z"(iw) aproximuje U(w) v celém intervalu {— co, 0> s odchylkou mensi

nez ¢.
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Odvodili jsme tedy vétu:

Yéta b. Bud U(w) = 0 redlnd nezdpornd sudd funkce w, definovand a spojitd
na {— oo, ).

Potom pro kaZdé ¢ > 0 lze najit index N, tak, %e pro wvSechna n = N_ bude
funkce Z{(A) e XL, definovand vztahem

L1y 1 — =AYV
i L —,
Z Zl v 1 ’(1 +xl)
kde N
R e
¢, = nfL (;tg—g—)cosmpdqo, y=20,1,2,... (4)

mit tu vlastnost, fe |Re Z{"(iw) — U(w)| < & pro kaZdé w e (— w0, o).

Druhd methoda.

Podobnym zpilsobem, jak jsme ¢inili u prvé methody, odvodime dalsi
aparat priblizeni.

Bud tedy U(w) funkce splitujici podminky véty 5, a necht ¢, jsou koeficienty
Taylorova rozvoje pfislusné funkee F(z).

Utvoime Vallé-Poussinovy mnohocleny v,,(2) ‘predpl':em

3 ) ,
al Z '+7, (n— w1 ¢z" .

\ c

v

V&imnéme si, Ze plati:
-

. 2n)!! 1 - t—
Re v, (o) = <21£ ) il 2 f O cosn —, T at,

4

a

coz je Vallé-Poussinuv integral. Pak plati (Vallé-Poussinova véta, [7], str. 28),
ze lim Re v,(e") = Re F(¢'") stejnomérné v intervalu (— z, n). Jeito déle

Re v,(z) a Re F(z) jsou harmonickymi funkcemi v K, vyplyvd odtud stejnd
jako prve, ie lim Re v,(z) = Re F(z) stejnomémé v K. Z véty Schurovy a do-

RNor

datku C plyne pak okamzité, ze Re v,(z) > 0 pro kazdé z < K.
Pro doplngni moZno jesté uvést odhad (viz [7], str. 257, 278) o(Re v,(e');

3M
Ulg) = 7=
= [
s konstantami M, ~.
Pieneseme-li tyto vysledky opet do I', plati:

, splituje-li U(g) v intervalu (— =, #» Lipschitzovu podminku

Véta 6. Bud Ulw) = 0 redlnd nezapornd sudd funkce, definovand a spojitd
ne {— o0, GO,
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Polom pro ka#dé ¢ > 0 existuje N, > 0 tak, % pro vechna n >, N, budou
funkce Z$(1) e I, definované vatahem

v ¢ - nh2 1V
=04 3 W (1 ¥ L)

kde ¢, jsou ddny vzorci (4), mit tu vlastnost, Ze
‘Re Z0(iw) — U(w)} <& .

pro viechna w € {— o0; o).

Podivejme se nyni na véty 5 a 6 z praktické stranky. Mame-li konkretné
dénu funkei U(w), tfebas grafem a ,,toleranci* ¢, nutno sestrojiti nejprve graf
[7((;0). Pritom zvolime konstantu » > 0 vhodné tak, aby graf U () byl co mozna
,.nejhladsi®. V praktickych ptipadech totiz, mame-li na mysli ptipady obvyklé
ve slaboproudé elektrotechnice, se graf U(w) ,,vIni* asi tak v intervalu o =
= 10% =10% jde-li o zafizeni nizkofrekventni, v rozmezi = 10%=-108,
jde-li o zafizeni pro stfedné vysoké frekvence, jinde je téméi konstantni.

Nyni staéi zjistiti Fourierovy koeficienty funkece U(p), coz lze s vyhodou
provésti harmonickym analysitorem. Pokud jde o stanoveni ¢isla N, k dané
toleranci, nutno postupovat nepfimo. Bylo by moZno vypoéist je ze shora
uvedenych odhadd, avdak tyto poskytuji znacéné velké hodnoty a jsou tedy
prakticky nepouZitelné. Zvolime tedy néjaké N, sestrojime pifsluiny trigono-
metricky mnohodlen Re £, (¢*) nebo Re vy(e) a kontrolujeme, zda je v ,,to-
leranci’® e. Nenastane-li to, nutno zvolit N vétsi.

Viimnéme si v této souvislosti toho piipadu, kdy funkee U (@) je trigono-
metrickym mnohoélenem, ¢. j. kdyz F(z) = L¢q + ¢z + ... 4 ¢,2" je mnocho-
Slenem. Ziejmé potom bude funkce

‘m l _ /l b
2 z o (1 + ul)
mit tu vlastnost, Ze Re Z(iw) == U(w). To ostatné plyne z vét 5, 6, nehot pak
lim Z{7() = lim Z0(3) = Z(4),

Mmooty Ner 2y
pro 2 e I'. To mé tento prakticky vyznam: jsou-li zjisténé Fouricrovy koeficien-
ty potinajic néjakym indexem k zanedbatelné, a je-li mnohoclen

ko
leg + D¢, cos g
ro-1
v {— @, 7y nezdporny (coz lze snadno zjistit) potom funkce

7:()_('0+ Z( (IIL;)eH

bude zpravidla poskytovat lepsi aproximaci, nez Z{",(2) a Z{ (1).
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Tteti methoda.
Pristupme nyni k sestrojeni t¥eti methody. Bud op&t U(w) nezdpornd suds
funkee w, definovand a spojita na {— oo, o).
9/(:)"
1 —i‘ 3 rp 5

w {0, o> na interval &0, 1). Deﬁnujme na (0, 1> funkei U(£) piedpisem:

Uvazme transformaci & = % > 0, ktera prosté zobrazi interval

lj’(‘f) = U(]/%'('l E 1)) Snadno nahlédneme, e /(&) je spojita v 0, 1>. Potomn
= s

viak plati podle Welerstmsqovy véty, 7e ke kazdému ¢ > 0 lze najiti mnoho-
¢len PE(E) tak, Ze ]PS 5 — U (&) < te pro kazdé &£ « (0, 1. Pro takovy mnoho-
clen v <0, 1) pak ziejmé plati P.(&) > — le. Potom viak pro mnohodlen
P.(&) bude platit: Pu(£) = P(&) + Le > 0 a |P(§) — U(&)] < ¢ pro viechna

xw?
1 + xw?
kterd je kladnd a ohranifena v {— oo, o), a tedy podle véty 4 existuje jedind

) Plati

£e(0,1>. Odtud plyne, ze PE( bude sudou racionalni funkei,

i (l)

funkece Z.(1) e I dand vzorcem (3) tak, ze Re Z.(iw) = 10
©o)

tedy, Ze |Re Z.(im) — U(w)| << & v {— o0, o). :
Touto tvahou mame zaroven udan predpis, kterak v konkretmuh piipadech

budeme funkeci Z (1) konstruovat. Jako aproximacéni aparat muzeme uzit
piikladné Bernitejnovych polynomi, definovanych vatahy

o~ 50} fheo—or

Pokud jde o volbu n k dané toleranei ¢ > 0, 1ze Tici totéz, co bylo Feteno u prvé
a druhé methody.

Budiz zde jesté poznamenano, ze
Bern&tejnovy polynomy jako prak-

02 ticky upotiebitelny aparat piiblizeni
jsou nevhodné, jeito konverguji k
\ dané funkei piilis pomalu. Mnohem
"\ v ’ A ] 3
\ lepsich vysledka lze dosdhnout po-
500 o 1 ’ . N
3 moci vhodnych interpolaénich me-

thod (viz na pi. [7], str. 491 a dalsi).
Je zfejmé, ze tato methoda ma opro-
., & tiprvéadruhé methodé tuvyhodu, Ze
vypodet koeficientl aproximujiciho
mnohodlenu je snazsi, nezli vypocet
Obr. 1. Fourierovych koeficientt, neni-li po
ruce analysator.
Zévérem uvedme si konkretni piiklad ze slaboproudé elektrotechniky na

vylozené methody.
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Experimentalng vysetfend zavislost ohmické sloiky U(w) na kruhové

frekvenci  je ddna grafem U(p) v obr. 1 plné vytaZzenou kfivkou (pro jedno-
duchost je voleno » = 1). Piedepsana tolerance je 5 Q. Pro Fourierovy koefi-

cienty byly nalezeny hodnoty: ic, == 41,3; ¢, = 24,6; ¢, = 20,0; ¢; = — 1,5;
¢y = — 0,2; ... Zvolime n = 4. Bude tedy &astecny soucdet T Fourierovy

fady ¢tvrtého stupné

T = 41,3 4+ 24,6 cos ¢ + 20,0 cos 2¢p — 1,5 cos 3¢ — 0,2 cos 4p ,
Féjérav soucet F

F = 41,3 + 19,7 cos ¢ + 12,0 cos 2¢ — 0,6 cos 3p — 0,04 cos 4¢ ,
Vallé-Poussindv soudet V

V = 41,3 + 19,7 cos ¢ + 8,0 cos 2¢p — 0,17 cos 3¢ — 0,003 cos 4p .
Grafy téchto mnohod¢lenii jsou vyneseny v obr. 1 v intervalu {0, #) a oznadeny
piisludnymi pismeny. (7' tetkované, I' éarkované, V éerchované).

Dile byl obor funkce U(w) transformovan do intervalu <0, 1> a sestrojen
Bernstejnuv polynom B étvrtého fadu. Bylo nalezeno

B = 8,55% - 16& 1 1358 — 1745 L 85,5 .
Interpolaci podle Newtona na body shody 0;0,25;0,5; 0,75; 1, byl nalezen
mnohod¢len N:
N — 92 851 — 182,485 .| 276,162 — 233,25 |- 85.5 .

Grafy obou téchto mnohoclenti byly vyneseny do obrazku 1 jako funkce ¢ v in-
tervalu (— &, 0> a oznadeny piislusnymi pismeny. (Graf N se kryje s grafem
U(g)).

Z obr. 1 je patrno, Ze predepsané toleranci pti n = 4 vyhovuje 7' a N,
které jsou téz v {— =, @) nezaporné. Snadnym vypodtem nalezneme pak pro
hledané funkece:

?-8;4 + 113,823 -+ 206,642 + 2[87.2;1 +_842

e R LS iy v e
. 38,810 - 119,82% + 230,84 1 213,34 & 85,5
ZA\T(/.) = — ——

U 423 - 622 - 44+ 1

ZAavér

Nakonec pohlédnéme na odvozené vysledky ,,o¢ima ryziho praktika‘.
Mozno namitnout, ze funkei U(w) neni mozno definovat v okoli oo na zikladé
experimentalniho vyetteni, které je omezeno ,,realnymi prostiedky*. Je viak
ziejmé, ze mame-li U(w) definovano v né¢jakém konetném intervalu {w,, m,»,
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mizZeme jeji definici vhodné rozditit na cely interval {— o0, o, a z takto do-
plnéné U(w) sestrojit Z(4) pro danou toleranci. Potom vak bude Z(1) otividné
spliiovat tuto toleranci tim spise v (w;, w,>.

Dodatek

A. Vita. Bud F(z) holomorfni v K, jejt Re F(2) spojitd v K. Bud 3¢, + ¢,z -
4+ ezt - ... jejt Tayloriw rozvoj. Pak plati:

€, = :; fRe Flew)ye-"rdp, n=1,2,3,..; Rec, = 1 fRe Fetr) dep .
JT

Dtkaz. Bud F(z) holomorfni v mezikru#i r; << [z] < r,. Necht jeji Lauren-
tiv rozvoj tam je ...c 27! 4 leg + 6,2 4+ ... pro jehoi koeficienty plati

1 (Foa .
n 218 fnv1 7 T

¢ 1 [F() -
5 = 5 fu»(»;_-A ds.

Vezmeme-li integraci po néjaké kruinici |{|=r, 7, <7 < 7,, moZno tyto
vztahy psat:
T T

I o N ; 1 )
— i ,’»Mrp . - oty D .
Cn = G fﬁ(re K de 7 fﬁ()e ) do

— T 4

ro| S

Bude-li nyni F(z) holomorfni v 0 < [z| < r, =1, t.j. v K, bude ¢c_, = 0 pro
n == 1, 2,3, ..., takZe se¢tenim vyrazi pro ¢, a r—2"c_, nalezneme:

yon . . B
C, = — fRe Frev)e ™ dep, n=1,2,3,...,r<1.

T

Bude-li nadto Re F(z) spojitda v K, ziejmé existuje

k4 k3

S (2

lim . fRe F(rer) ¢-"" dp = 1 ch Feirye v de = ¢,
r-»1 7T 7T

- -

a podobn¢ plati pro ¢,, coz bylo dokdzati.

B. Dikaz Schurovy véty. Budte f(z) = Z a2, g(z) = > bz v K kon-
v .0 v-0
vergentni fady, Re f(z) > 0, Re 9(2) > 0 v K.
Bud g(re') = u(r, p) + w(r, ) Pro 0 < r < 1.
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Podle dodatku A plati

24

2mby = fu L) dg, aby’ = [u(r,@)e " dg.

T

Diéle plati f(re''r ) Z a,r'e”v 1 <2 1. Utvoime vyraz
( 1/1) —= Hfu(y ,},) f( ety r) (p — f'u(r (f’ {ao _*_ Za?’(i“)” r/)} d(]

. 1 ) X
= 2a,0; + Zla.wew L f u(r, g) e dp = h(e") ,
v JT

-

nebot fada konverguje stejnomérmd. JeZto viak ziejmé Re H(r, p) > 0 pro
kazdé r < 1 ay, je Reh(z) > 0v K, q. e. d.

C. Lemma. Bud T,(p) == by -+ b, C()s..qﬂ -+ ... by, cos np (b, redlné, ne vesmés
nulové) trigonometricky mmnohollen té vilastnosti, Ze T, (p) = 0 pro vlechna ¢.
Potom mnohodlen g,(z) = by + b,z - ... byz" md Re ¢,(z) > 0 vude v K.

Diikaz plyne bezprostiedné aplikact véty o minimu redlné ¢asti holomorfni
funkce na g,(2).

a) Polozme

1
1 — % L | g2 \/,
Tale) 2(%—|—1)[1+P + e 20
Snadno se presvéddime, Ze
1 - n+1— .
Tn(??) =3 + 2 s “i’ll COS yp
a tedy
" n _*—_ 1—y
gn(z) - nE VZI - ﬁif &
ma Reg,(z) > 0v K.
b) Podobné, klademe-li
22n—1
T(g) = s—- (1 + cos ¢)* =2 0
2n
#
lehee vyplyne, Ze
R (nl)? .
Tn(‘p) = 9 T 121 (’7*1,'*__’;";)*!**(;”’*; TV;’ cos yQ

a odtud ,,positivita® piisludného polynomu.
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Peszome

MTOCTPOEMUSA |, TOJORUTEALIBIX AEACTBUTEILITBIX
OVHRKI[UIN

BAILIAB [LOJEMAT (Vaclav Dolegal)

(TMocrynwno B pegannuio 2/ XTI 1955 r.)

DTa CTATHS HOCBSIUCHA MCTONLAM HOCTPOCHUS TIOJIOMUTEIIBHBLX JICHCTBUTCIh-
HBIX GyHRIA. OTH GYHRIUN MMCIOT BASKHYIO POJIL ILPY MCCIICLOBAITHN JUIHAMI-
YeCKAX CBOMCTB JHHEHHBIX CHCTCM, & MMCGUHO JICKTPHYECKUX CHCTEM.

B nepwoit wacti paboThl HPHUBEICHLL JIOCTATOYNBIC YCIAOBUsL JIJIA TOT0O, UTODLI
3ajiaHnas YHRUMAA ABIAJACH LCHCTBUTCALHOW YACTHIO HOLOYRUTCIIBHON HACH-
CTBUTCLNON QYRIIINE HA MEHMMOIL 0CH, 1 R TO 3Ke BpeMdA IOKA3aHOo HOCTPOC NG
TAKOH TOJOMUTCIABION JICHCTBUTCIBHON QyHKRUMU.

B japyroii yacru pemacrcs 3ajava 1MOCTPOCHUH TAKONH HOJOKUTENBIION jeii-
CTBHTEIBLHON QYIKIYN, ICHCTBATCILAAS YACTh KOTOPOI Ha MHMMOM ocy paBio-
MEpPHO NPrOAMKACT 3aaHHYI0 HCNPEPHBIYI0 (yHKIMIO B UPEIEIax 3aJlaHHoTo
OTKIOHCHUS.

Hpusepenn tpy aunapara upuOiMKeHUsl, OCHOBAHHBIC Ha CBOWCTBAX 110JIU-
nomMos @eiiepa, Banne-1lyccena w Bepanrreiina.

B koHOe ¢rathy pellieH YMCJCHHLIT HPUMe] HA U3JI0MKEHHBIE MCTOEL
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Summary
CONSTRUCTIONS OF “POSITIVE REAL FUNCTIONS”

VACLAV DOLEZAL

(Received December 2, 1955.)

This article is devoted to methods of construction of positive real functions.
The latter play an important role in investigation of properties of linear systems,
especially electrical systems.

In the first part of the paper, sufficient conditions for any given function, to
be real part of a positive real function on the imaginary axis are found; the
construction of such a positive real function follows.

In the second part, the following problem is considered: given a continuous
funetion, to find a positive real function, the real part of which on the imagin-
ary axis is a uniform approximation of the given function with a prescribed
deviation. Three methods of approximation are derived, based on properties
of Fejér, Vallé-Poussin and Bernstein polynomials.

Finally, a numerical example illustrating the mentioned methods is com-
puted.
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