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SVAZEK1 (1956) AP LI K A C E M AT E M AT I K Y ČÍSLO 2 

Č L Á N K Y 

VLIV ODKLONU OS ČEPŮ OD OSY LOŽISEK NA POHYB 
A STABILITU ROTORŮ 

ALEŠ TONDL 

(Došlo dne 17. října 1955.) DT : 621.313.04:621,822 

Prvá část této práce podává kvalitativní řešení pohybu rotoru 
s uvažováním vlivu zakřivení (prohnutí) hřídele. Druhá část se zabývá 
vl ivem odklonu cepů způsobeného průhybem hřídele nevyváženého 
ro toru na pohyb tohoto rotoru. 

Seznam nejdůležitějších značek 

Označení: Veličina: Rozměr: 
L šířka ložiska cm 
r poloměr čepu cm 
R poloměr ložiska cm 
p t lak v nosné mazací vrstvě v určitém místě kg cm~ 2 

P výsledná reakce nosné mazací vrstvy kg 
otx, 0Cy úhly odklonu osy čepu od osy ložiska v horizontální 

a vertikální rovině 
% axiální posuv působiště reakce nosné mazací vrstvy cm 
e0 výstřednost čepu od středu ložiska ve střední rovině 

k ose ložiska cm 
o.) úhlová rychlost otáčení hřídele s e c " 1 

m hmota kotouče kg c m - 1 sec2 

to délka hřídele mezi dvěma středy ložisek cm 
I moment setrvačnosti průřezu hřídele cm 4 

E modul pružnosti hřídele v ohybu kg cm" 2 

x, y souřadnice těžiště kotouče (kap. 1.) resp. souřadnice 
středu kotouče (kap. 2.) cm 

e výstřednost hmoty kotoiiče od osy hřídele cm 
t čas se3 
d koeficient poměrného vnějšího tlumení sec" 1 

g zemské zrychlení cm seci~2 
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Úvod 

Snaha o větši využití a zvýšení úč innost i rotačních strojů, zejména turbo-
kompresorů, vede konstruktéry ke zvyšování rychloběžností těchto strojů. Toto 
však je příčinou některých poruch, vzniklých nadměrným kmitáním celého 
soustrojí, zejména v nadkrit ickém běhu. Příčiny těchto poruch mají svůj 
původ v celé řadě vlivů. 

Jedním z nich je vliv nosné mazací vrstvy v kluzných ložiskách rotoru. 
Zkoumání jeho nejdůležitějšího působení a vysvětlení vzniku samobuzených 
kmitů jsou věnovány práce autora tohoto článku [1] a [2]. 

Předložená práce zabývá se vyšetřováním vlivu nerovnoběžnosti osy ložisek 
a os čepů na pohyb rotoru. Případ nebyl dosud ve světové literatuře řešen. 

Poněvadž se jedná o velmi složitý případ, bude podáno pouze kvalitativní 
řešení, které však postačí jak k zhodnocení uvedeného vlivu, tak k získání 
potřebného výsledku. 

Budou řešeny v zásadě dva případy. V prvé části bude vyšetřován vliv 
zakřivení hřídele rotoru dodatečně vyváženého. Druhá část bude věnována 
řešení vlivu odklonu čepu osy ložisek, způsobeného průhybem hřídele nevy­
váženého rotoru. 

1. Vliv kluzných ložisek při geometrickém zakřivení hřídele 
rotoru 

Budeme se zabývat případem rotoru, jehož hřídel, ať už vlivem vadné vý­
roby nebo z jiného důvodu, byl při provozu deformován, takže osa tohoto 
hřídele je prohnuta. Předpokládejme však, že nevyváženost vzniklá zakřive­
ním byla kompensována dokonalým vyvážením rotoru. 

Provedeme nejprve kvalitativní analysu na jednom ložisku, kterou potom 
budeme aplikovati na celý rotor. 

Nechť je <% úhel, který svírá osa čepu a osa ložiska vlivem zakřivení hřídele 
a cxg je úhel odklonu osy čepu a osy ložiska ve vertikální rovině, způsobený 
průhybem hřídele vlivem vlastni váhy rotoru. 

OtáčMi se hřídel konstantní úhlovou rychlostí m, pak úhly odklonu čepu 
od osy ložiska ve vertikální a horizontální rovině vlivem zakřivení hřídele 

2n 
jsou periodickými funkcemi času o periodě — . Proložme si středem Čepu 

souřadný systém a to osu x dolů ve vertikální rovině a osu y v horizontální 
rovině. Pak <xv bude označovat úhel odklonu čepu ve vertikální rovině kol osy 
y a mx v horizontální rovině kol osy x (viz obr. 1). Úhly ocy a ocx budou potom. 
uvážíme-li, že hodnota a je velmi malá, dány rovnicemi: 

av = a9 + a c o s COÍ , (1,1) 

oxx — (% s in od . 
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Polohy čepu v ložisku pro obě krajní výchylky ocy (t, j . pro t — 0 a t — TI/CO) 
jsou schematicky naznačeny na obr. 2a, 2b. 

N a obrázcích 2a, 2b jsou také naznačeny průběhy tlaků v nosné mazací 
vrstvě p za předpokladu, že nenastane axiální průtok oleje. Průběh funkce 
p není po šířce ložiska lineární jako průběh tloušťky mazací vrstvy h nebo 
exeentricity e, poněvadž, jak známo, není p lineární funkcí těchto hodnot. 

- - 4 - — j 

ҺT 
1 ; . 

ł • | 

\P P „ _ - - — 

-a>Og 

Obr. I. Obr. 2a, Obr. 2b. 

Výsledná vztlaková síla P je potom posunuta od roviny kolmé k ose ložiska 
jdoucí jeho středem o hodnotu K, k terá závisí na úhlu odklonu osy Čepu <%„ 
a je tedy funkcí cot. 

Předpoklad, že nenastane axiální průtok oleje, je idealisací. Ve skutečnosti 
budou průběhy tlaků v mazací vrstvě k okrajům ložiska klesati (viz na př. 

Гг-
Obr. Зa. Obr. Зb. 

[3]). Průběh skutečných t laků pro obě okrajové výchylky (jako na obr. 2) je 
naznačen na obr. 3a, 3b. 

Posunutí výsledné vztlakové síly P ve směru osy ložiska pak lze vyjádřiti 
funkcí: w 

«(0 = 2 Kn cos(ncot - y)v) . (1,2) 
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Hodnoty Kn a ipn budou funkcemi střední výstřednosti e0 a úhlu oc. Hodnota 
K0 bude především vyjadřovati posunutí reakce vlivem konstantního průhybu 
hřídele od vlastní váhy rotoru. 

Zanedbáme-li vyšší harmonické složky, lze zhruba funkci vyjádřit rovnicí: 

x(t) = K0(ocgi oc, e0) + Kx(oc, e0) cos cot, (1,2a) 

Předpokládejme nyní pro jednoduchost, že rotor, který budeme uvažovati, 
má jediný kotouč o hmotě m, který je umístěn uprostřed hřídele o délce l0 

(vzdálenost mezi středy ložisek). H m o t a hřídele nechť je oproti hmotě kotouče 
zanedbatelná. 

Obг. 4. 

Zakřivení hřídele se potom projevuje tak, jakoby ložiskové reakce ve verti­
kálním a horizontálním směru byly pohyblivé (viz obr. 4). 

Můžeme potom psát: 
l -= k - x(ř), (1,3) 

kde: 
x(f) - xx(t) + *.(*) (1,3a) 

a funkce xx(t) a x2(t) vyjadřují axiální posunutí reakce pravého a levého lo­
žiska. 

Budeme předpokládati, že střední výstřednost ložiska e0 je konstantní, 
t . j . že čepy se budou otáčeti kol těchto bodů, což je přibližně splněno.1) Pů­
sobiště reakcí budou se pohybovati nejen v axiálním směru, ale také verti­
kálně v kladném smyslu osy x. 

P 
Je-li úhel natočení konce hřídele vlivem působení jednotkové síly ocp -= ,-FFr * 

pak posunutí působiště reakce ve vertikálním směru je: xocP. Statický průhyb 
hřídele působením jednotkové síly bude potom: 

iP , Z- H1 + K, 
a = 4SEI ' UEI 

l) Podrobněji bude ohodnocen tento předpoklad v dodatku. 
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Dosadíme-li za l z rovnice (1,3) a zanedbáme-li členy s x2, dostaneme po 
úpravě, uvážíme-li, že l0 ;> K: 

Tuhost hřídele v místě kotouče bude potom: 

^iSEI^jl+^y (1,5) 

Označíme-li tedy x, y souřadnice těžiště kotouče ve vertikálním a horizon­
tálním směru, dostaneme po úpravě tyto diferenciální rovnice pohybu těžiště 
kotouče: 

x + co0[l + <pa{o)t)] x == g , (1,6) 

y + co2[l + <py{<ot)] y = 0 , 

'i W T 
kde <pX) <py jsou příslušné funkce -y- x ve směru os a;, ̂  a co2, = 48 — ^ , 

Vzhledem k tomu, že obě rovnice jsou na sobě nezávislé, můžeme obě rov­
nice vyšetřovati zvláště. Poněvadž obě rovnice jsou lineární, můžeme pro ře­
šení stability zabývati se pouze homogenními částmi, t . j . pouze levými 
stranami rovnice (1,6): 

x + co2[l + <px{ojt)] x == 0 , (1,6a) 

y + coo[i + <pv{(ot)] y = o . 

Obě t y t o rovnice jsou diferenciální rovnice s periodicky proměnnými 
koeficienty blízké typu Hillova. (Hillovými rovnicemi by byly rovnice (1,6a), 
kdyby obě periodické funkce <px{(ot) a <py{a>t) byly sudými funkcemi.) 

Zavedeme-li substituci: 
coř = T , 

dostanou rovnice (1,6a) tvar: 
2 

x" + °\ [1 + <pa{r)] x = 0 , 

(1,6b) 

y" + -3 [i + ?*(*)] ž/ = o , co' 

kde funkce <px{r), (py{r) mají periodu 2TT. 
N a základě Floquetovy věty (viz na př. [4], str. 197) mají diferenciální rov­

nice s periodicky proměnnými koeficienty alespoň jedno řešení tvaru: 

*(T) = e*7(t) , VW = ^F{r) , (1,7) 

kde /(T) a F{r) jsou periodické funkce t s periodou 2TZ a /^l5 //2 jsou charakte­
ristické exponenty, které jsou obecně komplexní čísla. 
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P r o <px(r) = 0, <PV(T) = 0 přejdou funkce /(T) a F(T) V konstanty a rovnice 
(1,7) dostanou známý tvar pro rovnice a konstantními koeficienty: 

x(x) = 6 V ' T , y(r) = C2e"*r\ (1,7a) 

kde C l 5 O2 jsou konstanty . 

V důsledku Hauptových vět (viz na př. [5]) budou partikulární řešení rovnic 
(1,6b) s periodou 2TI a án hraničními mezi řešeními stabilními a labilními. 

Poněvadž charakteristické exponenty těchto řešení budou /u = \in, n = 
= 0, 1, 2, . . . (viz [5]), budou hraniční part ikulární řešení míti tvar: 

X(T) = eiinJ(T) , y(T) = e""F{x) . (1,7b) 

Pro <PX(T) = 0, <py(T) — 0 dostanou ta to řešení tvar: 

X(T) = Cxé
in* , y(T) = C ^ . (1,7c) 

Budou tedy hranice labilních oblastí vycházeti z bodů 

-~ =- i» 2 • 
OJ 2 

Lze tedy očekávati poruchy stability v okolí hodnot OJ 

2 

Rozveďme si funkce cpx(r) a 9?„(T) ve Fourierovy řady: 

ш = - - — ft)0 . (n = 1, 2, 3, ...) (i 58) 

93* = 2 A n GOS(ПT - £„) , 
n „0 

00 

P* — 2 ^ " ws(nт — гpn) . 

(1,9) 

Použijeme-li již odvozených přibližných vzorců pro hranice labilních ob­
lastí (viz [5], kap. V I I I , bod 6), dostaneme tyto rovnice pro hranice n-té oblasti: 

o.2 _ 4™ ^ (^° - 2 ^ J ' 
(1,10) 

^ = i и 2_^ (в0 ± łвn ). 

Odtud pro mezní w dostaneme: 

2 
< 2 = ^ w0 [/1 + 4 0 -F P~„ , 

(1,10a) 

<2* - ň «* Fi-+BoTiB; • 
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V případě, že bychom uvažovali vnější tlumení působící na kotouč, které 
budeme považovati za přímo úměrné rychlosti, dostaneme ty to pohybové 
rovnice: 

x + 2dx + o)0[l + <px(cot)] x = 0, 
y + 2dý + a>J[l + <py(<ot)] y = 0, l ' > 

resp. substitucí o)t = r: 

x" + — z' + ^ [1 + Ç>„(T)] x = 0 , 
O) OT 

(1,11a) 
Ž/" + ^ 2 / ' + ^ [ 1 + ^ ( T ) ] Ž / = 0 . 

Použijeme-li obdobné přibližné vzorce pro hranice labilních oblastí t lumené 
soustavy (viz [5], kap. V I I I , 8), dostaneme: 

< „ iя2 __ < (A 4 î l/л", í í M 

ы0 :-*---_SÍA±ІV-~--Î 
(1,12) 

OJ 

Dosadíme-Ii ve výraze pod odmocninou 

o>* ~ 4 * ' 

dostaneme po úpravě pro mezní OJ přibližné vztahy: 

2 
+ 2 

J l ,2 

^i |/- 4 »- i б 5' 
гy* 
2 [! " 

(1,12a) 
1 65" 

Z těchto rovnic p a k dostaneme tyto postačující podmínky stability: 

^ > \An\, - - > \BH\. (1,13) 
OJ0 o > 0 

Vzhledem k tomu, že hodnota x nepřevýší prakticky hodnotu šířky ložiska 
L (K\ < \L, x2 < \L) můžeme na základe rozvojů (1,9) učiniti hrubý odhad: 

£ > w . S>i*.i- <̂ > 
Použijeme-li nerovností (1,14), můžeme postačující podmínku stability též 
psát ve tvaru: 

Ó 3 L . 
__ > (1,15) 
a>0 o l0 

Z podmínky (1,15) plyne, že pro malé tlumení, krátký hřídel a široká lo­
žiska může vzniknouti porucha stability chodu rotoru. Amplituda vzniklých 
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kmitů nemusí ovšem s časem trvale narůstat, ale vlivem malých nelineárních 
členů, které nebyly uvažovány, může po určité době a při určité amplitudě 
kmitů nas ta t stacionární stav. Přesto však kmitání, které bývá zpravidla 
o značné amplitudě, může znamenat vážnou poruchu při trvalém provozu 
soustrojí. 

Dalším výsledkem této části je určení poloh těchto nestabilních oblastí. 
První a nejširší oblast je (viz rovnice (l,I2a) pro n == 1), je-li co = 2eo0, t . j . 
při otáčkách přibližně dvojnásobných než jsou otáčky kritické. 

Průměrná frekvence kmitů na hranici těchto labilních oblastí bude co0. 
Tento fakt je podrobně vysvětlen v knize [5]. Mezní řešení mají sice periodu 
2jl 4:71 
— a — , pseudoperioda, t . j . doba mezi dvěma výkmity na stejnou stranu 

4-.7t 
od rovnovážné polohy je však přibližně — . 

2. Tliv kluzných ložisek a průhybu hřídele na pohyb rotoru 

Uvažujme opět týž rotor jako v předešlé části, t . j . rotor s jedním kotoučem 
uprostřed hřídele. Budeme předpokládat, že těžiště kotouče nesouhlasí se 
středem hřídele, t . j . těžiště je vzdáleno o hodnotu s od osy hřídele, kterou 
v této části nebudeme již předpokládat za geometricky zakřivenou. 

J a k jsme již vyložili v prvé části, je hodnota posunutí reakce % úměrná 
úhlu odklonu osy čepu a. Úhly odklonu čepu ve vertikální a horizontální 
rovině jsou přímo úměrné výchylkám středu kotouče x a y: 

3 3 
ay = -j (x + x0) , «„ — y y , (2,1) 

kde x0 je statický průhyb hřídele \x0 — — A . 
\ rx)o/ 

Budeme-li předpokládat, že hodnota « je lineární funkcí úhlu odklonu čepu 
tx, můžeme potom pro tuhost c odvoditi obdobný vztah jako v části prvé 
[viz rovnice (1,5)]: 

to \ 2t0 

P a k příslušné tuhosti ve směru osy x & y budou: 

cx = 48 ™ | l + ~ K0XOC^ =-= 4SEI ~ |^i + ^ E {XQ + x)j , 

(2,2a) 
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Za předpokladu, že úhlová frekvence otáčení hřídele co je konstantní , 
dostaneme po úpravě pro pohyb středu kotouče t y t o diferenciální rovnice 
pohybu, budeme-li uvažovati ještě lineární tlumení: 

x + 2dx + o)t(l + q0 + <l\x) x = EC°2 cos o)t + g , (2,3) 
V + 2dý + o)l(l + #<>?/) y = eo>2 sin cot , 

kde konstanty co0, d jsou tytéž jako v prvé části a konstanty g0, q1} q% jsou dány 
rovnicemi: 

9>ťoa.a;0 _ 9 x 0 a _ 9«_ 
yo — 2 -̂ ' " ~~ 2ř2 ' a ~ 2P ' v-^aj 

Poněvadž obe diferenciální rovnice (2,3) jsou na sobě nezávislé, můžeme 
každou z rovnic řešiti samostatně. Provedeme si řešení prvé rovnice; řešení 
druhé rovnice bude obdobné. Nejprve budeme hledati periodické řešení s pe-

2TI 
riodou — , t . j . řešení s frekvencí budicí síly, která vzniká vlivem nedoko-

O) 

nalého vyvážení rotoru. 
K řešení použijeme Poincarého metodu rozvoje podle malého parametru . 

J a k o malý parametr zvolme si qx. 

Řešení prvé rovnice (2,3) budeme potom hledati ve tvaru; 

x(t) = xW(t) + q,x^(t) + q\x^(t) + . . . , (2,4) 

které pro malé qx konverguje. 
Dosadíme-li (2,4) do prvé rovnice (2,3) a porovnáme-li členy u stejných 

mocnin qlt dostaneme diferenciální rovnice pro postupné určení funkcí x^(t) 
(£ = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

Prvá diferenciální rovnice je: 

£(°) + 2dx'°) + co0(l + q0) x^ = sto2 cos a)t + g . (2,5) 

Řešení této diferenciální rovnice obdržíme ve tvaru: 

x(°>(t) = e~Si(M0 cos Qt + N0 sin Qt) + WAX cos cot + ^°W1 sin cot + 

, 9 

kde: 
Q = y a , | 7 I + ^ _ - ^ , Q0 =. o)0l/l + q0> 

l 0 »Í ! = -i- eco2(Ql - o)2) , <0)B! = ~ 2£(5a>3 , 

A1 = (Q\ - ořf + 4ÓW . 

Jlf0, iV
7
0 jsou konstanty dané počátečními podmínkami. Vzhledem k tomu, že 

hledáme periodické řešení, musí plat i t : 

M0 = N0 = 0 . 
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Za druhé diferenciální rovnice: 

x(i> + 2ó.ř(1> + Qp^ = - (z(o))2 _ _ | L _ ? | ((o)^[1 cos coí + <° _,. sin o>í) -
Í£Í0 i / 0 

- -|[(0>_? + ^Bf + 2<°>J.1<°>B1 sin 2coí + ((0)Af - (0>£2) cos 2cot] , (2,7) 

můžeme určit funkci íc(1>(ř). 
_ešení rovnice (2,7) je: 

xW(t) = e - * ť ( ^ i cos Qi + Nx sin Í2č) - ( 1 _ 0 - ( 1 _ x cos cot -

— <-_,. sin coí — ( 1 _ 2 cos 2coř — ( 1 ) B 2 sin 2toř . (2,8) 

Z podmínky periodicity řešeni plyne, že M1 — Nt = 0. Koeficienty ( 1 _.fc, 
(i)_řfc („ _ 0, 1, 2) jsou tvaru: 

(i)^ - í + ^ J _ ((0)42 , (o)_.2) _ _ / _ ! + I ___\ 
^ "" Q% + 2_?i l ^ + * - ' _ 2 ^ + 2 Zh ) ' 

( i U - 2g ití}AÁQ° r w 2 ) - 2 < 0 ) ^ ^ - 2 ^ ž r(D 2 - co2}2 - 4<52co21 

( 1 ) | r _ 2 ? < 0 ) B i ( ^ - *>2) ± 2<°>_l(5co _ 8c/£co2 _ 

(i>4- = - i - [((0>_? - (0)j32)(£2 ~ 4 ^ 2 ) - 8<5co(0>^1
(0)

JB1] = 
2 _ 2 

= Ž_r {[{Ql ~ ° j2)2 ~~ 4 d V H 1 3 ! " *>2) " 16á2o,2(í32 - co2)} , 

(1 _i2 = -í- [<° „ ^ B ^ J - 4OJ2) + 2ÓOJ((0>^2 - (0>B2)] = 
^ 2 

2(5ř-2ri)5 

= _ í _ ^ { ( ~ - co2)(£>2 - 4co2) + (Q% - «,-)- - 4<52co2} , 

kde _ 2 _ (Í22 - 4co2)2 + 16<52co2. 
Dalším postupem můžeme p a k vypočítati další funkce. Zcela obdobným 

postupem můžeme vypočítat libovolný počet funkcí y[k)(t) (k = 0, 1, 2, . . . ) . 
Periodické řešení rovnic (2,3) můžeme potom psát ve tvaru: 

x(t) = 2 Xn cos(nmt — fin) , 
(2,9) 

CO 

y(t) — 2 ^n cos(wcoř — y„) , 
r _ 0 

kde koeficienty Xn, Yn a fázové úhly /JBJ yw jsou funkcemi co, co0, r/0, cŷ , a c/2. 
Zabývejme se stabilitou tohoto periodického řešení. Použijeme-li definice 

stability podle Ljapunova a dosadíme-li za x a y: 

x _ „(ř) + | = 2 _» cos(wcoř — (ín) + | , 
» ° (2,10) 

2/ — 2/(0 + 17 = 2 ^n cos(wcoř — y j + rj , 
w - 0 
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dostaneme diferenciální rovnice rušivého pohybu, kde f a r\ jsou souřadnicemi 
poruch: 

'Í + m + coll(l + q0) I + q_(2x(t) | + {•)] = 0 , 

í + 2 ^ + eofe + í2(2ž/(ř) ^ + rf)} = 0 . 

Vzhledem k tomu, že funkce #(£), y(t) jsou periodické funkce času s periodou 

— , jsou rovnice (2,11) nelineární diferenciální rovnice s periodicky proměn­

nými koeficienty. Obě rovnice jsou na sobě nezávislé, takže je můžeme řešiti 

zvlášť. 
Na základě Ljapunovovy věty (viz na př. [4], str. 263) o řešení stability 

pomocí prvého přiblížení, dostaneme správné řešení stability pomocí prvého 
přiblížení, pokud se nejedná o tak zv. „kritický případ", t. j . pokud moduly 
všech kořenů charakteristické rovnice jsou menší než jedna, resp. pokud 
charakteristické exponenty příslušné kořenům charakteristické rovnice mají 
reálné části záporné. 

Můžeme tedy postupovati obdobně jako v prvé části. Zavedeme-li substi­
tuci oot = T, dostaneme linearisací rovnic (2,11) tyto diferenciální rovnice: 

f" + — ť + ^ [1 + ?o + 2q_x(r)] f - 0 , 
O) OJ 

2 * 2 ( 2 > l l a ) 
r)" + -7f+^2[l + 2q_y(r)}V = 0. 

co co 

Obdobně jako v prvé části dostaneme pro hranice labilních oblastí rovnice 

æ*2 = ~cooyi + q0 + h(XQ)шJ_m + ңU(Xn)aЛû) - 16 4 
П ř 71 " V П ' Шn 

(2Д2) 

<* -1 ш° vx + * ( Г O ) - Î - . т * p * 7 ^ --. - 1 6 5 > '0 

Odtud pak pro postačující podmínky stability: 

| ? > I ( * « ) . . . - J ' | r > K ^ - - J ' ( ^ = 1
3

2 ^ - - - 0 - (2,12a) 

2jr 
Z výše uvedeného rozboru plyne, že periodický pohyb s periodou -— ne­

musí být stabilní, zejména pro malé hodnoty <5. Dokážeme v dalším, zeje 
2 J I 

možný periodický pohyb s jinou periodou než — . Z theorie nelineárních 

kmitů je známo, že pro malé hodnoty tlumení mohou vzniknouti kmity s pe-

riodou (n = 2, 3, ...) (viz na př. [5]). 
co 
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Přepišme si nyní rovnice (2,3) tak, že spojíme členy obsahující d, q1)qi a 
vytkněme malý parametr ů. 

Dostaneme p a k po úpravě: 

x + co0(l + q0) x = - ${2Ó0x + Qtx*) + £co2 cos cot + g , (2,13) 

y + coly = — H^oý + Qď) + eoj2 sin cot , 
kde #ó 0 = d, §QX = c/xco0, #Q 2 = gaco0 . 

Poněvadž obě rovnice (2,13) jsou na sobě nezávislé a obdobné, budeme se 
zabývati pouze řešením prvé rovnice. 

Dosaďme za 

Щ = *>o2U + <?o) = ~ + *Q, (n - 2, з , . . . ; (2,14) 

do prvé rovnice (2,13). 
Dostaneme t a k rovnici: 

x + í-L x _ _ # ( 2 ( 5 0 i + Qa: + C^x2) + eco2 cos coť + gr . (2,13a) 

Předpokládejme řešení ve tvaru: 

x{t) = a;(o)(ř) + ůxW{t) + » 2 > ( í ) + . . . , (2,15) 

které pro malé ů konverguje. 
Dosadíme-li (2,15) do (2,13a) a porovnáme-li koeficienty u stejných mocnin 

ů, dostaneme t y t o diferenciální rovnice: 
0,2 

áj(0) _j ^(0) _ £ f t )2 c o g w í _j_ g, ? 

(D + ü l æ(D _ _ [2<50 «» + фtf°> + Qi(xWf] , (2,16) 

aj(2) _j_ OL x(2) _ _ (2<50i<-> + #*;<-> + 2$1£«%<«) , 
? j 2 

Z těchto rovnic p a k můžeme postupně určit libovolný počet funkcí xW(t) 
(fc = 0 , l , 2 , . . . ) . 

Řešení prvé rovnice (2,16) je: 

x^(t) = M0 cos — t + N0 s i n - ř + 7 - ^ cos cot + --? . (2,17) 
% n co\2 „ co2 (f 

Druhá rovnice bude potom tvaru (dosadíme-li za x^{t)): 

ájd) + _ ! Ж(D _ _ [ 2 f 3 M„ s m — t + jУn cos — £ — ;—— sm cot 
u n П CÜ 

+ 
Ö ) , , , T , w , , єco* л , gn' 

M0 cos — ŕ + Җ, s m - í + ~ cos cot + ~ 
n n I coү a co2 + 
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+ Qi U{Ml + NI) + M0N0 sin ^ t + |(JfJ - N2) cos — t + 

+1 fcfc í(1+cos 2mt)+*• jifc K+-) •+ 

ain(£ + + +sin (£-+J + cos /— — 0)1 í | + N 
— I — Oi< 
n, 

+ í £ + 2 - £ (,ilf0 c o s ^ t + N0 sin^i t + T ~ - ^ — cosco* 
— Oil 

\n 

Poněvadž hledáme periodické řešeni, musí býti koeficienty na pravé straně 
rovnice u členů cos — ta, sin — t rovny nule. 

n n 
Pro n =t- 2 (nx = 3, 4, 5, ...) budou tedy platit rovnice: 

f/%2\ co 
Q + Wi*^ \M0+2d0~N0 = 0, 

CO f ib 

{ 9*\ < 2 ' 1 8 ) 

- 2S°nM° + \Q + 2 & - ^ J Í V 0 = o • 
Poněvadž determinant této soustavy homogenních rovnic je od nuly různý, 

musí platit M0 = N0 = 0. 
Pro n = 2 budou platit rovnice: 

\Q + 4Ç- ( ^ - Ц l Җ, + ő0ooN0 = 0 , 

- ð0coЖ0 + þ + 4CЛ (-§ + *«) ] N0 = 0 . 
(2,19) 

Pro netriviální řešení (M0 4= N0 4= 0) musí se determinant soustavy rovnat 
nule: 

Q + 8& Ú2- H $ l £
2 + <50co

2 = 0 . (2,20) 

Dosadíme-li za Q z rovnice (2,14) a vydělíme-li rovnici co0, budou všechny 
členy rovnice (2,20) bezrozměrné. 

Zavedeme-li označení: 

dostaneme: 

^0 __ n co g = L>, — TI , % = — 
co0 co0 ' y o co* 
^ - D , iü-=-,-, * = • £ , (2,2i; 

1 + Яo - Ы + ,8 1y вľ-- Ş g2
£
2 + Л y = 0 . (2,22) 
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Poněvadž platí: 

„ < 1 , ž/o < 1 , I>2 < 1 , £ < 1 , 2o < i . 

bude rovnice (2,22) přibližně: 

1 — {rf = 0 , t . j . r) = 2 nebo cu == 2co0 . (2,22a) 

Lze tedy říci, že přibližně při dvojnásobných otáčkách než jsou otáčky 
kritické mohou vzniknouti kmity s poloviční frekvencí, než která by odpoví­
dala frekvenci otáčení hřídele. 

Kdybychom vzali v úvahu další rovnice (2,16), dokázali bychom možnost 
2n 

vzniku kmitů s periodou — n (n — 3, 4, . . . ) . Tyto však mají mnohem men­
ší význam vzhledem k tomu, že se projeví ve funkcích x(2)(t) a vyšších členů, 
které jsou násobeny kvadrátem malého parametru § a jeho vyššími mocni­
nami. 

3. Dodatek 

V "prvé části jsme předpokládali, že hodnota výstřednosti středu čepu e 
uprostřed ložiska je konstantní . Proveďme nyní zhodnocení, tohoto předpo­
kladu. 

Nechť e0 je výstřednost středu čepu v případě, že osa čepu je rovnoběžná 
s osou ložiska. Budeme-li pro jednoduchost předpokládat, že nenastane axi­
ální průtok oleje ložiskem, bude pro zatížení čepu silou P platit : 

P = K F [ ^ ) L , (3,1) 

kde K = 6rj T^ -r= (rj — součinitel dynamické vazkosti). Funkce F 
(iř _ rf

 Vl — ~ J ~ - ~ — -—"-'• - — - \fi .__ rJ 
je monotónně rostoucí funkcí (viz [1], [2]). 

Vlivem ohnutí hřídele a vlastního průhybu hřídele p a k v místě vzdáleném, 
o hodnotu s (viz obr. 5) od středu ložiska bude výstřednost: 

e -= es + [a(cos ad — <ps) -f ocg cos tp8] s = e s + a(t) s , - (3,2) 

kde es je výstřednost ve středu ložiska, cps je úhel, který svírá vektor es s verti­
kální rovinou, jdoucí osou ložiska. 

Rovnice pro sílu P bude míti tvar: 

IÍF\ S'Ш 
-u 

Porovnáním rovnic (3,1) a (3,3) obdržíme: 

+ ІL 

*Ѓ-KJ'ЫH*- (3'4) 
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Rozvineme-li funkci F I ^~ 1 v Taylorovu řadu v okolí hodnoty -vZZ~ > 

dostaneme: 

F ( _ L _ ) = f i T<«> ( - ^ ) | " _ _ £ l W
 { 3 5) 

\iř - rj Á n\ \R- rj\_R - r j ' l ' j 

kde jP ( n ) označuje w-tou derivaci podle 
R-r ' 

Obr. б. 

La-J, 

Obr. 6. 

Dosadíme-li rozvoj (3,5) do rovnice (3,4), dostaneme: 

U - rj H?o 1 (2»)! (2n + 1) L2(^ - r)\ \R - r/ 

Z této rovnice plyne jednak, že pro větší hodnoty 
R 

bude: 

Єn > Єs 

2л 

;3,5a) 

a jednak, že hodnota es bude periodickou funkcí času s periodou —- , Rovněž 
O) 

bychom mohli odvoditi, že i hodnota cps je periodickou funkcí Času. 
Obě funkce es, cps můžeme si vyjádřiti ve formě trigonometrických řad. 

Vedle absolutních členů budou ještě výrazné prvé dvě harmonické složky 
. , 2TC 71 

s periodou — a - - . 
OJ O) 

Předpokládejme pro jednoduchost, že rotor je úplně symetrický k půlící 
rovině kolmé na osu hřídele, t . j . , že je i symetrická deformace hřídele. Můžeme 
t a k celý případ vyšetřovati jako rovinný. Zvolme si pevný souřadný systém 
x, y s počátkem na ose ložisek O (viz obr. 6). Počátkem 8 v průmětu spojnice 
středů čepu v půlících rovinách obou ložisek položme si souřadný systém 
tj, rj s osami rovnoběžnými se systémem x, y. 

V prvé části jsme si pohyb těžiště rotoru T vyjádřili v souřadném systému 
s počátkem ve středu čepu uprostřed ložiska (na obr. 6 8), tedy podle nového 
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označeni v souřadnicích f a r\. V prvé části však souřadný systém | , r\ vzhledem 
k předpokladu es == konst byl systémem pevným. 

Poněvadž, jak jsme dokázali, jsou hodnoty es, <ps periodickými funkcemi 
času, koná systém | , r\ vůči pevnému souřadnému systému relativní pohyb, 
vyjádřený souřadnicemi xs, ys. 

Pohybové rovnice (1,6) dostanou t a k tvar: 

. % + «o[l + q>x(cot)] x-^g + a>o[l + <px(cot)] xs , 
y + col[l + <p,(cot)] y = ml[l + <py(a)tj] ys. ' 

Kdybychom považovali xs a ys za pevně dané (nesmíme zapomenout, že 
hodnota es v rovnici (3,2) byla určena pouze ze statické úvahy), Mší se rovnice 
(3,6) od rovnice (1,6) o další rušivé funkce na pravých stranách rovnice (3,6). 
Správný postup by však byl, abychom řešili rovnice: 

% + ft>o[i + <pÁ--t)] (x — %s) = g., 
ý + o)t[l + <py(od)] (y - ys) -= 0 , (3,7) 
c(x — xs) = P e cos <ps + Pq> sin y)s , 
c(y — ?ts) = Pe sin <ps — P v cos «ps , 

kde c je tuhost hřídele a Pe, P^ jsou radiální a tangenciální složka reakce 
nosné mazací vrstvy obou ložisek (viz [1], [2]). 

P o z n á m k a : Funkce 

Pe = P0(e s> -s, <Ps) , P<p = Pv(ee, é s, <?s) , 

bychom museli určovati rovněž integrací podél šířky ložiska (od — \L do 
+ \L) z funkcí Pe, P(f: 

+ 11 +\L 

Pe(es, -s, <Ps) == -j- I Pe(
e, ě, ý) ds , P9{es,é8, (ps) ~ -jr j Pv(e, ě, <p>) ds . 

-\L -\L 

Do sadíme -li za xs a ys z rovnic 

a, = es cos tps , y, — es sin <ps 

do rovnic (3,6), budou rušivé funkce na pravé straně míti vedle absolutních 

členů především dvě výraznější harmonické složky s periodou — a — . 

Z toho můžeme již učiniti závěr, že vliv nekonstantních xs, ys vyvolá vynucené 
kmity s vrcholy amplitud jednak pro co -=- co0 a jednak pro co =-. |co0. 

Kdybychom použili rovnic (3,7), mohli bychom přesněji vyjádřiti vliv de­
formovaného hřídele i pro případ nestabilní rovnováhy čepu v ložisku. Výpočet 
však, i když by se mohl provésti pouze přibližně, by byl značně pracný. Rov­
nice (3,7) jsou podobné pohybovým rovnicím, které byly řešeny v pracích 
[1], [2] a liší se pouze o funkce <px(oot), <py(oot), 
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Závěr 

Výsledky obou částí můžeme shrnouti do tohoto závěru: Je-li hřídel rotoru 
zakřiven (ohnut), p a k může především při otáčkách přibližně dvojnásobných 
než jsou otáčky kritické vzniknouti porucha, projevující se buď přímo ne­
stabilitou nebo nadměrným vzrůstem amplitud kmitání rotoru, Theoreticky 

může vzniknouti porucha při — násobku kritických otáček (n = 1, 2, 3, . . . ) . 
7b 

Avšak pro n = 3, 5, 6, . . . budou poruchy již méně významné. Pro n = 2 
projeví se vliv ohnutí hřídele zesílením resonance vlivem nevyváženosti rotoru . 
Pro n = 4 mohou vzniknouti kmity především v důsledku pohybu^ středu 
čepu, jak bylo vysvětleno v dodatku. Porucha při dvojnásobných kritických 
otáčkách projeví se kmity rotoru o frekvenci přibližně rovné kritické frekvenci 
rotoru. 

V nřípadě nevyváženého rotoru s rovným hřídelem budou mít i vynucené 

kmity rotoru s periodou — resonanční vrcholy amplitud přibližně při — 

násobku kritických otáček (n = 1, 2, . . . ) . S rostoucím n však výška těchto 
vrcholů bude rychle klesati. Vzhledem k nelineárnímu vlivu prohnutí hřídele 
mohou vzniknouti kmity při n násobných (n = 2, 3, 4, ...) otáčkách vzhledem 
k otáčkám krit ickým s frekvencí vlastních kmitů rotoru. Prakt ický význam 
však budou mít i kmi ty při dvojnásobku kritických otáček. 

-Z těchto uzávěrů plynou především t y t o požadavky na konstrukci: 
a) Posunouti rozsah provozních otáček mimo oblast dvojnásobných kri­

tických otáček, a t o pokud možno pod dvojnásobek těchto otáček. (Nad dvoj­
násobnými kritickými otáčkami mohly by vzniknouti samobuzené kmity 
rotoru, pokud bychom neučinili preventivní opatření; viz [1] a [2].) 

b) Zkráti t pokud možno šířky ložiskových pánví. 
Charakteristickým rysem poruchy tohoto druhu je, že se vyskytuje přede­

vším při dvojnásobných kritických otáčkách a frekvence kmi tů rotoru na roz­
díl od poruchy vlivem samobuzených kmitů rotoru (viz [1] a [2]) je soudělná 
s frekvencí otáček hřídele. 
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Резюме 

ВЛИЯНИЕ ОТКЛОНЕНИЯ ОСЕЙ ШИПОВ ОТ ОСИ 
ПОДШИПНИКОВ НА ДВИЖЕНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ 

РОТОРОВ 

АЛЕШ ТОНДЛ (А1её ТопсН) 
(Поступило в редакцию 17/Х 1955 г.) 

Данная работа касается исследования влияния отклонения осей шипов 
в подшипниках масленного скольжения на движение ротора. 

Первая часть посвящена качественному исследованию данного влияния 
в тех случаях, когда вал ротора деформирован, изогнут, хотя и сам по себе 
является в совершенстве сбалансированным. 

Во второй части рассматривается это влияние, осуществляющееся когда 
отклонение осей шипов бывает вызвано изгибиыми колебаниями несба­
лансированного ротора. 

В результате этих влияний имеется возможность нарушений устойчи-
.2 

вости в — (п — 1, 2, 3) раза больших оборотах, чем обороты критические. 

Во втором случае еще существует возможность возникновения субгармо­
нического резонанса, причем прежде всего при оборотах двухкратных 
в сравнении с критическими. 

8 и т т а г у 

ТНЕ ШЕШЬШСЕ ОЕ ТНЕ 8ЕОРЕ ОЕ ЛОТРШАЕ АХЕ8 
ЕКОМ ВЕАВШО АХ18 ОN ТНЕ МОТЮЬт АОТ 8ТАВ1ЫТУ 

ОР ВОТОК8 

А Ь Е 8 Т О Ж ) Ь 

(Кееепгес! ОсйоЪог 17, 1955.) 

ТЫз рарег с1еа18 тпШ 1зпе шуев&^аМоп о! ЬЪе тпиепсе оГ ЬЪе в1оре ох* ]оиг-
па1 ахев т ]оигпа1 Ъеагт§8 оп т.Ье тоыоп о± Пае гог,ог, 

Тпе пгвг, -ратЬ ш ИвУоЬед. Ьо ЬЪе ци&Ш&Ыуе еуашатлоп оГ ЪЫз егГес1з пзг г.пе 
саве, л^Ьеп ЬЪе ]оигпа1з оГ ЬЪе гоЪог паVе сегЪат тила1 йеГогтайюш, етеп 
ЬЪощЪ. Йш го^ог 1Ъ8е1Т 18 шеП Ъа1апсес1. 

1п тЪе весопс! раг{. Пае вате еЯесг, 18 8Т/асНес1, Пае 81оре о!" ]оигпа1 ахев Ь е т ^ 
ргосшсес! а8 а сопзедиепсе оГ ̂ Ыг1т§ уШгаМоп оГ ап ипЪа1апсес1 гоЪог. 

1т- 18 в'Ьа'Ьес!, 1Ьа1з Ъпеве егГесйв сап §̂ Vе пве Ьо яЬэЫШу сИаЪигЪапсез ^пеп 
1Ье впагЪ го^а^еа зЛ> 2/п (п == 1, 2, 3, ..,) тиШр1е о!" сгплса1 луЫг1т§ 8реес1. 
1п йпе весош! саве 8иЪпашютса1 гевопапее сап оссиг, пгвЪ оГаЦ &Ь 2-тиШр1е 
о! сгШса1 вреей. 

102 


		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T20:40:50+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




