Aplikace matematiky

Zdenék Vorel
O nékterych aplikacich Ljapunovovy theorie stability v elektrotechnice

Aplikace matematiky, Vol. 1 (1956), No. 1, 59-78

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102516

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1956

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102516
http://dml.cz

SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1
O NEKTERYCH APLIKACICH LJAPUNOVOVY THEORIE
STABILITY V ELEKTROTECHNICE
ZDENEK VOREL
(Dodlo dne 26. Fijna 1955.) DT: 621.3.078.001.2

Jsou uvedeny ty vysledky Ljapunovovy theorie stability, které
maji pouZiti v theorii elektrickych stroji. Na nékolika piikladech
je ukdzan zplisob tohoto pouZiti.

Stabilita elektromechanickych soustav se v soudasné dobé vysetfuje ma-
tematickymi metodami hlavné v téch pripadech, kdy je moZno alespon pii-
blizné popsat soustavu linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi s konstantnimi
koeficienty.

Soustavy nelinearni lze jen v ojedinélych piipadech fesit tak, Ze nalezneme
explicitni vyraz pro feseni piisludného systému rovnic. Piiblizné metody nas
mohou poudit o chovani jednotlivych integrilnich ¢ar, ale nikoliv o pribéhu
viech Fefeni, vychdzejicich z dané oblasti, na nekoneéném ¢asovém intervalu.
Vnuecuje se myslenka, zda by k cili nevedla nep¥ima metoda, ktera se nezabyva
vlastnostmi jednotlivych FeSeni, nybrz vlastnostmi souhrnu integralnich éar,
vychdzejicich z dané oblasti. S podobnou myslenkou se shledavame v riiznych
oborech fysiky, na ptiklad v mechanice, kdyz pracujeme s energii soustavy
misto se silami, nebo v elektromagnetismu, kdyz pii zjistovani silovych adinkt
pole se nestardme o rozlozeni silodar, ale o energetické poméry ve zdroji, ktery
pole vyvolal.

Déle se budeme zabyvat vySetiovanim stability soustav, popisovanych ne-
linearnimi diferencidlnimi rovnicemi, neptimou metodou, nazvanon podle
autora Ljapunovovou. Jeji podstata spodiva v tom, Ze z vlastnosti jistych
funkei soudime na stabilitu soustavy. Jak uvidime, jde tu o zobecnéni integralu
energie, § nimz se setkavame v mechanice.

Nejprve si vyjasnime pojem stability, potom vyslovime zakladni tvrzeni
Ljapunovovy theorie s nastinénim hlavni myslenky dikazu a konedné ukdzeme
moZnosti aplikaci na prikladech z theorie elektrickych stroji.



Definice stability

Aniz jsme se predtim setkali s matematickou definici stability, miZemwe
v mnoha pfipadech intuitivné rozhodnout, zda soustava je stabilni. Tak na
piiklad pro stabilitu turbiny regulované na konstantni otatky pozadujeme,
aby pii ndhlém zvySeni zatiZeni se otatky po néjaké dobé opét ustalily v bliz-
kosti plvodni hodnoty. Uvazujeme-li stejnosmérny motor piipojeny na sit
o konstantnim napéti a zatiZeny konstantnim momentem, pozadujeme, aby
nepatrné poruchy sitového napéti mnezménily otadky nad stanovenou mez.
Jak je vidét z téchto dvou ptikladd, mohou byt poruchy, ohrozujici stabilitu,
rizné povahy. V prvém piipadé se skokem zméni jeden z parametrii a potom
jiZ neptsobi Zadné rufivé vlivy. V druhém piipadé neustile phsobi drobné
zmény sitového napdti, o jejichz prabshu nemuZeme zpravidla nic blizsiho
tei.

Z uvedeného vyplyva, ze je nesnadné nalézti definici, kterd by zachycovala
v8echny pripady stability, vyskytujict se v praxi. Maze se pak stat, Ze podle
jedné definice je soustava stabilni, podle jiné nikoliv. Uvedeme zde dvé de-
finice, s kterymi vystadéime pro vétsinu piipadi.

Uvazujme soustavu

dy,
dz

ktera pro ¢ > 1" a viechna y, (s = 1, ..., n) spliiuje nékteré podminky existence
a jednoznatnosti. Refeni soustavy (1) y2(t) (s = 1, ..., %), jeho# stabilitu vy-
fetfujeme, nazveme neporusené. Kazdé jiné reseni soustavy (1) y,(f) nazveme
porufené. O neporufeném Fefeni predpokliddme, Ze je definovano pro vechna,
t = T, nebot nema smyslu mluvit o stabilité FeSeni, které na priklad roste nad

vy

viechny meze, kdyz ¢ se blizi koneéné hodnoté ¢,.1)

= Ys(ty Yis vnes yn) (8 - 1’ e n) E (1)

Neporudené Fedent y2(t) (s = 1,...,n) nazveme stabilni, kdy? ke kaidému
to>T a &> 0 existuje d > 0 tak, Ze |y,(t) — y2(t)| < & pro viechna t 2> t,,
jakmile [y (ly) — yi(t)] < 6 (s = 1, ..., ). Plati-li navic lim (y,(t) — y(t)) = 0,

[rs)

je y2E) (s = 1, ..., n) asymptoticky stabilni.

Pro jednorozmérny piipad je obsah definice zndzornén na obr. 1. Smyslem
definice je, ze pozadujeme, abhy porufené Fedeni se lisilo od neporuseného
stale libovolné malo, jakmile se na poéatku lisi dostatedné malo.

Abychom nasledujici ivahy zjednodusili, nebudeme pracovat se soustavou
(1), ale se soustavou, kterou obdriime z této transformaci

=y, —Yo(t) (s=1,...,m).

1 P
1) Tak je tomu tieba u funkce y - — definované prot < ¢, ¢ > 0, kterd jo Te-
c

~ z . 4
Zenim rovnice y” = ¥
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Dosadime-li do (1), obdrzime

o |
= Vb @+ 80, @ 920 — VLRO, - Y50 =L m). (@)

Odtud ihned vidime, Ze x, = 0 (s = 1, ..., n) je YeSenim soustavy (2).

Funkee x, = y, — y(t) (s == 1, ..., n) nazyvame poruchami, co? odpovida
fysikalni interpretaci téchto uvah. Piifadili jsme tedy neporuSenému feseni
soustavy (1) trividlni feSeni soustavy (2) a kazdému porufenému FeSeni y,(t)
poruchu z,(t) (s = 1, ...,n). Misto stability neporuseného FeSeni soustavy (1)
vyletfujeme stabilitu trividlniho FeSeni soustavy (2).

j\’
53
F

~-—————
“L————"‘

Obr. 1. Obr. 2.

Zavedené pojmy osvétlime jednoduchym ptikladem (obr. 2). Seriovy motor
je ptipojen na konstantni napéti U. R, R,, L,, L, znadi odpory a vlastni
indukénosti kotvy a budiciho vinuti. Zatézovaei moment M, je funkei chlové
rychlosti w, M,, je moment vyvozeny motorem.

Pouzitim Kirchhoffova zikona obdrzime rovnici:
; . di ,
U= (B, R+ (L + L) di + ciw .
Druhou rovnici dostaneme z rovnovahy momenti:
dw
Jl[‘”:M"'_{—IHt_'

Pritom M, = k2, M, = x + fo |- yo?, kde k, , B, y jsou konstanty.
Rovnice upravime na tvar

di U R+R, ¢

dt Lo+ L, L.xL ' L+L
dw i g Y @)
r Ay B Sy SR
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Soustava rovnic (3) ma tvar soustavy (1). Pfevedeme ji na tvar (2), totiz na
rovnice poruch. K tomu musime urdit feSeni, jehoz stabilitu mdme zjistit.
Jisté nds bude zajimat jen stabilita ustdleného stavu, t. j. ¢ = ¢* = konst,
® = w* = konst. Hodnoty ¢*, w* dostaneme Fefenim soustavy (3), kde do
levych stran dosadime 0.

Zavedeme poruchy:

Xy =1 — 1%, xy=0 — ¥,
Mjw
|
! Pizits
L 4
aq i M,
) , Myt
| ’ |
— , — |
a . ; Lo
w { w, : )
| i L 7
t [
Obr. 3. Obr, 4
Rovnice poruch maji tvar:
i4 — 'Rk . “ BS C(’)* ) ,1.
T Lk + L,s’ LZ{ + L.fe o (4)
. 2hei* p 2ym*
fy = e Xy — | = 2y + -
Ly I 1 (1 + [ 2 +
Oznadime konstanty jinym zplsobem:
&y = A, + By 4 Ciay,,
(41)

£y == Az, + Byxy, -+ Dl 4 By . ‘

Ukazeme na tomto prikladu, jaké je fysikdlni interpretace uvedené definice.
Pro vétdi ndzornost budeme predpokladat, ze motor bézi v ustdleném stavu
(i = ¢* = konst, o = ¥ == konst) a Ze zatéovaci moment M, = x neczivisi
na o (obr. 3). V okamiiku ¢ = {, zvétiime skokem M, o Ax, kde Ax je dosta-
teéné malé kladné éislo. Ze zatéZovaci charakteristiky seriového motoru je
ziejmé, %e po uplynuti pfechodového stavu se proud i otacky ustali na novych
hodnotdch ¢, o,. Pfedpoklidejme, Ze FeSeni soustavy (3) je asymptoticky
stabilni a Ze v okamiiku £ == ¢, plati w == w*, i == i*. Potom [i(f) — 1|, |w(t) — w,]
bude libovolng malé, je-li [i* — 7|, |o* — w,] dostatednt malé a kromé toho
lim ¢(t) == 4, lim @(t) = w,. Vidime tedy, Ze uvedené definice asymptotické
trr ¢

stability muzeme pouzit pro pripady, kdy v soustavé se skokem zméni né-




ktery z parametri. Ve skutednosti viak zména parametr probihd v konedném
dasovém intervalu (fy, ;) (obr. 4). UkaZeme, Ze ze stability pii zméné parametru
skokem neplyne jesté stabilita pii obeoném dasovém prabéhu parametru.
Pro uréitost predpoklddejme, %e momentové charakteristiky motoru a zdtéze
- probihaji podle obr. 5. V ustdleném sta-
vu, ktery je zfejmé asymptoticky stabil-
ni, je dhlova rychlost o*. V intervalu
(ty, t,) zvySime napéti U podle obr. 6a
o AU. Napéti U -+ AU odpovida dar-
kovand momentovd charakteristika na
obr. 5. Je-li AU dosti malé, ustdli se o
po uplynuti pfechodového stavu na hod-

notd w,. Je-li viak prabéh podle obr. 6b
t

a impuls napéti [(U — U,)dt dostatetnd
i,
velky, ustdli se  a% na hodnoté w, (obr. 5).
Jde tedy o to, vymezit pribéh zmény
parametru tak, aby stabilita p¥izméné sko-
kem zarudovala stabilitu pii skutedném prabéhu. K tomu staélt na pf.
zjistit, zda v okamiiku ¢, hodnoty proménnych 7, o se nelidi od ustdlenych
hodnot i, a w; vice nez |i; — i*|, |m; — *|. Tento odhad ve vétsiné piipadi
nedini potizi. Uvaha se provede obdobné, zméni-li se jiny z parametrii, na pk.
odpor obvodu R, + R,, nebo indukénost L,.

i,

Jsou oviem i jiné vlivy, které mohou porusit stabilitu stroje, nez jedno-
razova zména parametrlt soustavy. Jsou to na priklad trvale plsobici zmény
parametra, jako kolisani sitového napéti nebo piidatné sily, které pri sestavo-
véani rovnic nemohly byt uvazovany (vibrace zdkladt a pod.). Tyto rufivé
vlivy se projevi jako pridavné éleny R, v pravych stranach soustavy (1)

dy,

’Eft = },-\‘([1 Yo - ?/n) + Rs(ta Y1» "':?/n) (8 = l’ MR n) . (5)

Um Uy

%

P S
<t
S+l —— —
<+

el L4 t
Obr. Ga. Obr, 6b.
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Jak je vidét z tvaru soustavy (5), rudivé vlivy vyjadiens éleny B, (s=1,...,n)
nelze zachytit v definici stability podle podateénich podminek. Pfesnéji fe-
¢eno, je-li soustava (1) stabilni podle shora uvedené definice, nemusi byt jeité
stabilni pfi pisobeni trvalych poruch. Vyslovime tedy jinou definici stability,
kterd je vhodnd, plsobi-li poruchy trvale.

Uvazujme soustavu rovnic

dz, ’

3 — Ly, X .. 9 = o

& Xt 2, .., 2,) (s 1,...,n), (6)
kterd md trividlni Fefeni 2, = 0 (s = 1, ..., n).

Trividlnt FeSeni soustavy (6) je stabilni pfi trvale pasobicich poruchdch, existu-
§i-li ke kaZdému e > 0 &isla 6, > 0, 8, > 0 tak, Ze Feent soustavy
dx,

i Xt 2y, oo xy) + Bt 2y, ..oy) (s=1,...,m)

splituje podminku
[z, (1)) <& pro t > &, jakmile |z (t,)| < 6, a jakmile |Ry(t, x,, ..., %,)| < 6,

Na $tésti lze dokazat, Ze z asymptotic-

14 ké stability plyne stabilita pii trvale piiso-

P bicich poruchdch pro nejéastéji se vysky-

/7 R tujici piipady, t. j. kdyZ pravé strany

\ soustavy (6) jsou periodické funkee ¢ anebo
na ¢ vilbec nezivisi.

— O vztahu mezi stabilitou ve fysikalnim

a matematickém smyslu mbZeme souhr-

\ / nem ¥ei: Jsou-li funkee X, (s =1, ..., n)

N 4 v soustavé (6) periodické funkce ¢ anebo

na t nezavisi, a je-li trividlni fefeni této

Obr. 7. soustavy asymptoticky stabilni podle po-

¢ateénich podminek, je soustava popsana

témito rovnicemi stabilni s hlediska fysikdlniho. Zatim oviem nechavame

stranou otdazku, jak veliké smi byt rusivé vlivy a zmény parametiri. Pied-

pokliaddme prosté, Ze jsou dostatednd malé.

Miuze se stat, Ze soustava neni stabilni podle Ziddné z uvedenych definiei,
presto viak vyhovuje poZadavkum, které na ni s hlediska fysikdlni stability
klademe. Za piiklad takové soustavy miZe slouiit matematické kyvadlo.
Uvazujme jeho ustileny pohyb, na p¥. kyvani kolem dolnirovnovazné polohy
s maximalni amplitudou ¢, < iz. Zméni-li se v okamziku #, potiteéni pod-
minky jakkoliv malo, bude se li§it nové ustaveny pohyb od pivodniho a%
0 2¢,... nebot doba kyvu z4avisi na amplitudé. Podle pivodni definice je po-
hyb kyvadla nestabilni. Viimnéme si v8ak, %e se prabéh charakteristiky ve
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fazové rovind @, ¢ zméni libovolnd mélo, zméni-li se potdtetni podminky
o(ty), @(t,) dostatedns malo (obr. 7). V takovych pif{padech ¥ikime, e pohyb
je orbitalng stabilni.

Podstata Ljapunovovy metody

Omezime ge na p¥ipad, Ze funkee X, (s = 1,...,n) v rovnicich (6) nezdvisi
na dase
dx,

a :Xs(xl,..., z,) (s=1,..,n). (7)

O funkcich X, (s = 1, ..., n) pfedpokladame, Ze v okoli poditku jsou spojité
a spliluji podminku jednoznaénosti feeni. Ljapunovova metoda spodivé v na-
lezeni funkei proménnych x,, ..., z,, které izce souvisi se soustavou (7). Spliu-
ji-li nalezené funkee urtité podminky, je rozhodnuto o stabilité trividlniho
fefeni soustavy (7). O téchto funkeich budeme nadale predpokladat, ze jsou
jednoznaéng definovany v dostateéné velkém okoli podatku, maji zde spojité
parcidlni derivace a v podatku nabyvaji nulové hodnoty.

Budeme jesté potiebovat nékolik definici:

Spojitd funkce V(zy, ..., x,) se nazyvd positivné definitnt, kdyz v néjakém okoli
poldtlkw Vi, ..., 2,) >0 pro 22 + ...+ a2 +0 a V(0,...,0) = 0. Funkce
Vizg, ..., x,) se nazgvd negativné definitni, kdyZ funkce — V(xy, ..., x,) je po-
sttioné definitni.

Funkce V(xy, ..., x,) nazgvd se positivné semidefinitni, kdyZ v néjakém okoli
poédtkw V(xy, ..., x,) =20, V(0,...,0) = 0.

Funkee V(x,, ..., x,) nazgvd se negativng semidefinitné, kdy? — V(x,, ..., x,)
je positivné semidefiniing.

Tak na pf. V = 2} -+ x5 je positivnd definitni, uvazujeme-li ji jako funkei
dvou proménnych, ale positivné semidefinitni, divame-li se na ni jako na funkei
t¥ promé&nnych. Funkee V = — a}z; je negativnd semidefinitni.

Dosadime-1i do funkce V(z,, ..., 2,) za nezdvisle proménné néjaké Feseni
soustavy (7) a,(f) (s = 1,...,n), stane se V funkei ¢ a tedy i funkei bodu
pohybujiciho se po integrilni dife soustavy (7). Podle pravidia o derivovani
sloZené funkce A

QK - %« VSK daz; o i _f’_V
dt TS 0w, At A dx T
”

oV . o, .
Vyraz > (8; X; je tedy derivaci funkce V(z,,...,2,) podle integralni &ar

-1 i

J

soustavy (7).
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I. véta o stabilité: JestliZe existuje positivnd definitni funkce Vizg, ..., &),

jejiz derivace podle imtegrdlni {&dry soustavy ( 7) dV Z X je negativné
1

semidefinitni, je trividInt FeSent soustavy (7) sta,bzlm,
Vétu zde nebudeme presné dokazovat, ale
ukaZeme na dvourozmérném p¥ipadu hlavni

% myslenku diakazu.
Zvolme ¢ > 0 dostatedné malé. Mdme
ukazat, Zze existuje § > 0 tak, Ze integraini

B gara vychazejici ‘ze étverce o strand 246 zi-
¢ stane stile ve &tverci o strané 2e (obr. 8).

Nazveme I min V(x,, x,) na obvodu ¢tverce

) o strané 2e. Ze spojitosti funkee V(xy, z,)

A S Lo

x  plyne, Ze existuje Stverec o strané 2J, v némz

0 viude V(x;, z,) << I. Integralni ¢ara soustavy
(7) vychédzejici v dase ¢ z libovolného bodu
A uvniti Gtverce o strané 26 nedosahne

nikdy hranice étverce o strané 2e. Kdyby ji
totiZz dosdhla, tfeba v éase t a v bodé B, po-

Obr. 8. tom V(B) — V(4) ~f—*— d¢ < 0, nebof (g]

je mnegativné semidefinitni. To je v¥ak spor, nebot V(B ) = 1> V(A4). Jak
je vidét, nepouZivd se zde podstatnym zpisobem toho, Ze pracujeme v ro-
viné. Stejné tivaha plati i pro n-rozmérny prostor.

II. véta o asymptotické stabilité: JestliZe existuje positivné d@f mtm’ funkce
Vi, ..., x,), jejif derivace podle] integrdlni édry soustavy (7) — == Z UV
[t s-1 (/.1’?
je negativné definitni, je trividing Fesent soustavy (7) asymptomclc Y stabzlm.

Navéazeme na dikaz pfedchozi véty. Soustava je stabilni, protoze jsou splné-
ny piedpoklady pfedchozi véty. Derivace funkece V(zy, x,) podle integralni
tary vychazejicl ze ¢tverce o strané 26 zistdva pro viechna ¢ zdporna, protoZe
jednak tato ¢dra nevyjde ze étverce o strané 2e, jednak neprochézi poéatkem
vzhledem k jednoznaénosti trividlniho fefeni. V(¢) je tedy monctonné klesa-
jici. Ma limitu, protoze je zdola omezena. DokéZeme, Ze tato limita je rovna
nule. Pfedpoklddejme, Ze je od nuly rizné, t. j. lim V(t) = a > 0. Pak existuje
t,an > 0 tak, Ze |z (t)] > 5 prot > t,, coZ plyne ze spojitosti funkee V. Potom

ar

viak T < — & (x> 0) a plati:

V) =V + [ S Vi — sl — ).
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To je spor, nebot vyraz v pravé ¢asti nerovnosti mize byt libovolnd maly
zatim co V() nemize byt zaporné. Z toho plyne, Ze lim x (t) = 0, &im% je
véta dokazana.

Lze dokdzat, Ze druhou vétu o asymptotické stabilité je mozno obritit,
t. j. Ze z asymptotické stability trividlniho feSeni plyne existence Ljapunovovy
funkce. Neni tedy obavy, Ze bychom se snazi-

li najit funkei V(z,, ..., 2,) k asymptoticky |

stabilni soustavé, zatim co by neexistovala. m
Avgak v nékterych piipadech mie byti na-
lezeni funkce velmi obtizné. Uvidime, Ze g !
velmi ¢asto lze funkei V najit pomoci lineari- H X
sované soustavy rovnic. 0
Je-li V(xy,....z,) Ljapunovova funkece, Obr 9.

spliujici na priklad podminky 2. véty

o asymptotické stabilité, potom jsou tyto podminky splnény i libovol-
nou diferencovatelnou funkei @(V), kterd ma tyto vlastnosti: Pro V = 0
do

av

= V" (n je celé kladné &islo). Z toho je vidét, Zze k asymptoticky stabilni
¢né mnoho funkei spliujicich podminky 2. véty

je ®(V) > 0,

> 0; @(0) = 0. Za funkei @(V) muzeme vzit tieba O(V) =

soustavé existuje nekone
o asymptotické stabilitd

Poznamenejme jesté, ze funkee V je v jistém smyslu zobecnénim energie
mechanické soustavy. Uvazujme na priklad netlumeny oscildtor na obr. 9,
ktery je popsan rovnici

mi +kx =0, k>0, (7,)
. . , . 1 . vl s . o ka?
Kineticka energie B, = 5 ma®. Potencidlni energie f, = | kvdr = — .
o

' . . Y = dv
Oznadime & = v. Potom napiseme (7,) ve tvaru m —-—v + kx = 0. Ozna-

dx
Sime B, + E,=F. Pak dE =dE, -+ dE, =mvdv 4+ kxde = 0. Z toho
plyne, Ze K = konst. Celkové energie F(x, &) pro netrividlui feSeni rovnice
je kladnd hodnota, nezavisld na déasui. V klidové poloze E(0, 0) = 0. T 0
pro kazdé ¢ . B(x, &) spliuje pozadavky prvni véty o stabilité a klidova po-
loha je proto stabilni.

Na druhé strané viak nemuZeme pouzit energie jako Ljapunovovy funkee,
abychom dokazali asymptotickou stabilitu trividlniho feSeni tlumené sou-
stavy: max? 4 ¢k + kx = 0, (¢ > 0,k > 0). Posledni rovnici piepiSeme ve

dx dE

tvaru mwv gz + v+ kx = 0. Z toho dF = — cvdaz, ;d_t- = — v a je
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N

tedy negativné semidefinitni a dokazuje pouze stabilitu, nikoliv viak asympto-
tickou stabilitu trividlniho Yeeni. Abychom dokazali asymptotickou stabilitu,

9

k(m c? m
pad 1 J— 2 2 1 — —_— J———
stadl zvolit V = azx® + b2 4 daw, kde a = 5 (ic + 1) + 20 b 5 -

m cm v Y . : .
. (% + 1); d = 5 Snadno se pfesvédéime, Ze derivace funkee V podle in-

7 .
tegralni &ary soustavy %I? = — c(x? 4 v?).

- Oblast asymptotické stability

Pro vét&inu piipadd, vyskytujicich se v technické praxi, ma jen maly
vyznam, zjistime-li, Ze soustava je asymptoticky stabilni. K dané soustavé
jsou totiz dasto zaddny i velikosti podateénich poruch a jest dkolem uréit,
zda pii téchto poruchich v tase ¢, FeSeni zistane omezené pro viechna ¢ 2> i,,
a zda lim z,(¢) = 0, zatim co asymptotickd stabilita nam pouze zaruéuje, Ze

t—>o0
Fefeni md Zadané vlastnosti pii podateénich poruchich dostateéné malych,
pii ¢emz nie neni Fedeno o jejich skuteéné velikosti.

V nékterych ptipadech lze odhadnout oblast po¢dteénich podminek, které:
uréuji fefeni Zadanych vlastnosti, metodami pfimo vyplyvajicimi z Ljapuno-
vovy theorie. Vyslovime nejdifve definici oblasti asymptotické stability:

Necht trivialni Feseni x(f) = 0 (s = 1, ..., n) soustavy rovnic (7) jest asym-
ptoticky stabilni. Oblasti asymptotické stability budeme nazyvat souhrn
Q vsech bodl, kteréd maji tuto vlastnost: Jestlize poditedni bod x,(t,) inte-
gralni éary soustavy (7) x,(t) je v 2, potom lim 2,(f) — 0. (Lze ukazat, Ze 2 je

t—w

homeomorfnim obrazem koule, ¢ili Ze vanikne spojitou deformaci n-rozmérné
koule.)

Najdeme-li pro danou soustavu odhad oblasti asymptotické stability, mu-
sime se jeSté presvédéit, zda integrdly vychazejici z odhadnuté oblasti stdle
zistdvaji v dosti malém okoli podatku. Miize se totiz stat, ze tato soustava
nevyhovuje s technického stanoviska, protoZe vykyvy proménnych veli¢in
prekrodi stanovenou mez. Na priklad vykyv proudu v elektrickém motoru je
omezen mechanickymi a tepelnymi vlastnostmi vodi¢a a pod. Jak vyplyne
z daliiho, odhad takového okoli poédtku nedini potizi.

Metoda pryniho piibliZeni

Budeme predpoklddat, Ze pravé strany soustavy (7) lze v okoli poditku
lz,| << A4, A > 0 rozlozit v potenéni fady s konstantnimi koeficienty:
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dx —
,dz% = PaZy b o b P F Xy, ) (S=1,..,m). (8)

X, (s =1, ..., n) jsou potenini fady, zadinajici-¢leny nejménd druhého stupnd.
Podstata metody prvniho piibliZeni spodivd v tom, Ze misto soustavy (8)
vySetifujeme linearisovanou soustavu

dx,
Tt = Pady _l— e + Psnn (81)

a ze stability této soustavy soudime za urditych podminek na stabilitu sousta-
vy (8).

Stabilitu trividlniho Fefeni soustavy (8;) uréime z vlastnosti redlnych dasti
kofenti charakteristického determinantu D(1) = |psi — 45| (0, = 0 pro
8 =% 1, 8;; = 1). V theorii linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty se toti%
dokazuje, Ze obecné Yefeni soustavy (8;) je typu

xs(t) = i Oifsi(t) e/\it H (8 == l! ey ’IL) E)
i=1

kde C; jsou integradni konstanty, f,;(¢) jsou polynomy v proménné ¢ nebo kon-
stanty a 4; kofeny charakteristického determinantu. Jsou-li redlné éasti viech
kotenit 4; (i == 1, ..., n) zaporné, pak ziejmd lim x (t) = 0 a trividlni FeSeni

>0

soustavy (8;) je asymptoticky stabilni. Ma-li aspoil jeden ko¥en kladnou
redlnou &ast, je soustava nestabilni. Maji-li ko¥eny nulové, ale nikoliv kladné’
realné 8asti, je trividlni feSeni soustavy (8,) stabilni nebo nestabilni podle toho,
je-li nejvyssi stupett polynomu f,; roven nule nebo vétsi.

O stabilité soustavy (8) nds poudi tato

Véta: Necht charakteristicky determinant D(L) soustavy prontho pribliZent
(8,) md jen kofeny se zdpornou redlnow Edsti. Polom trividint Fedent soustavy (8)
je asymploticky stabilni.

Dukaz této véty naznadime aspoll v hrubych rysech, nebot je v ném ob-
sazena metoda odhadu oblasti asymptotické stability. Za pledpoklada véty
lze dokazati, Ze k libovolné zvolené negativné definitni kvadratické formsé
Uz, ..., x,) existuje positivné definitni kvadratickd forma V(x,. ..., z,) tak,
Ze

4 n
%—IL :32‘1%:’; (Pas F oo+ Pentn) = Uly, .., ) .

Zvolme pro uréitost
U= — (4 ...+ ).
Utvoime

RO 4 -
_d_t = z ﬁi (pslxl “' e + Psn®y + As) 3

5.1 s
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coz je derivace funkce V podle integralni éary soustavy (8). Podle definice
funkce V je

dav 2 no oV
= — (@22l S X ¢
dt (’rl T + an) [ sélle axs (Q)
* < & oV . . TRV
Clen > X ey obsahuje mocniny x,nejméné tretiho stupné. Proto v dostateéné
s -1 Xy )
malém okoli poéatku
5 ‘ Lo & oV
|@3 4 ...+ 2k > \‘SZ1XS?

2,

a leva strana rovnice (9) je zde zaporna. Nagli jsme positivné definitni funkei
V(zy, ..., x,), jejiz derivace je negativné definitni a fesent je tedy asymptoticky
stabilni. Tim je véta dokdzana. '

Plati téz tato

Véta. Ma-li charakteristicky delerminant (8,) asport jeden kofen s kladnou
redlnow &dsti, je trividlnt fedent soustavy (8) nestabilni.

Tuto vétu uvadime bez dikazu.

Mé-li charakteristicky determinant soustavy (8) kofeny s nulovou realnou
gasti, ale nikoliv s kladnou redlnou &asti, je trividlnt fefeni soustavy (8) sta-
bilni nebo nestabilni podle toho, jak vypadaji dleny vyssich stupiit v rozvo-
jieh pravych stran rovnic (8). V tomto kritickém p¥ipadé nemuzeme Fesit
stabilitu linearisaci rovnic.2)

Stabilitu soustav typu (7), vyskytujicich se v praxi, lze Fefiti methodou
prvniho piibliZeni, pokud parametry moZno zvoliti tak, aby charakteristicky
determinant soustavy (8,) mél viechny kofeny se zapornymi realnymi ¢astmi.
Potize v8ak vznikaji pti odhadu oblasti asymptotické stability. Pfedné proto,
ze oblast, kde V{(x,, ..., x,) je positivné definitni a jeji derivace podle integrilni
¢ary negativné definitni, mize byti podstatné mensi nei skutetnd oblast
asymptotické stability. Ruznou volbou funkce V muzeme dosdhnouti riznych
odhadf oblasti. Pouze v nejjednodussich piipadech méZeme urditi koeficienty
kvadratické formy V tak, %e dostaneme uspokojivy odhad. U slozitéjsich pii-
padi je to pro neptehlednost vyrazi nemozné.

Druhd potiz neni sice zasadniho charakteru, aviak muze zplsobit jesté
vétéi nepfijemnosti. Spociva v tom, Ze v obécném piipadé nemame technickych
prostiedki k tomu, abychom uréili okoli podatku, v némz (_id—t je zaporna.
To vede k tomu, Ze neni mo#zno uréit oblast parametri, pro néz oblast asympto-
tické stability vyhovuje poradavktm danym v tloze. MiaZeme viak Gasto
zjistit, zda oblast asymptotické stability vyhovuje pro dané &iselné hodnoty
parametrii.
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Odhad oblasti asymptotické stahility

4 . .
Necht AT rovnice (9) je v jistém okoli pocatku & negativné definitni

a V(xy, ..., 2,) je positivng definitni kvadratickd forma.?) Potom muZe nastati
jen jeden z téchto piipadiu

1. 8 vyplituje cely prostor. Potom trividlni Yefeni soustavy (8) konverguje
k nule pfi libovolné velkyeh podateénich poruchéch.

2. Existuji body, které nepatii do oblasti S. Najdeme-li &islo L tak, Ze
uvnitt elipsoidu V(ay, ..., z,) < L nejsou zddné body hranice oblasti § kromé
podatku, je oblast, ohranidena plochou V = L odhadem oblasti asymptotické
stability.

V dalsim ukazeme na p¥ikladech z teorie elektrickych strojt, jak lze provést
odhad oblasti asymptotické stability.

Ptiklad 1. Pro stejnosmérny seriovy motor byly odvozeny rovnice (4,).
Linearisovana soustava mé tvar:

daw da
“d?l = A1$1 + Blmz N ’a’; = Ale + Bgﬂfz . (10)
Utvoime charakteristicky determinant
4B
D=4, Bl

Predpoklidejme, Ze parametry v soustavé (10) byly zvoleny tak, aby D()
mél oba kofeny se zdpornou realnou édsti. Zvolme negativné definitni kvadra-
tickou formu U = — (ga 4 ha3), kde ¢ a kb jsou kladné, zatim bliZe neurdené
koeficienty. K ni existuje jedind positivné definitni kvadratickd forma V
tak, ze
dv  er . oV 2
T é‘{; (42, + By,) + 8;2 (dyx, + Byxy) = — (g + hag) . (11)
Abychom uréili koeficienty formy V — aa} + fal + yxz,, dosadime ji do
“rovnice (11), ktera plati pro viechny hodnoty z,, @,.
20 A0} + pA g, + 20Bwa, + Byl - 240, + yAel + 288y +
|- By, Ty = — g — haj .
Porovnanim koeficientt dostaneme
204, +yd, = — ¢,
vBy + 28By — — b, (12)
yA, 4 2xBy + 2pA, + yBy = 0.

n

3) Kvadratickou formou nazyvame vyraz X a x.;, kde a;; Jsou redlnd &isla,
i1
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Na zakladé existence jediné formy V lze dokézat, Ze determinant soustavy
(12) D == 0. MuZeme tedy vypocitat koeficienty «, f, y. Utvotime derivaci
formy V podle integralni dary nelinedrni soustavy (4;)

dv L4 ;
Fr z . (A + By + Cxwy + Dy + Bzj) .
i1 O

Protoze plati (11), mame

dv
= — (9ad + had) + 2Ci0ate, + yOwiad + 26Dyrde, + Dy} +
+ 2B + yEuxaf . ; (13)
Xy Dale odhadneme okoli poédtku, v némz % < 0.
Q To je moZno udinit v naSem pripadé tak, ze po-
dle velikosti koeficientdt v pravé strang rovnice
(13) zvolime obdélnik |x| < a, |v,| < b a ple-
svédéime se, zda na jeho obvodu plati

6
X . gai + kxi > i_lez'(xn xz)t

kde B,(x,, ;) jsou jednotlivé éleny 3. stupné
v pravé strané rovnice (13). Plati-li nerovnost
na obvodu obdélniku, plati s vyjimkou podat-
ku i uvnitk. Skuteéng, uvazujme libovolny bod
Pxf, x7) uvnit¥ obdélniku, rizny od podatku
Obr, 10. (obr. 10). Na obvodu obdélniku zvolime bod
Q(x22, 2%) tak, aby bod P leZel na tseéce 0Q.

0]
Oznadime gx2 + hai = A(x,, ,), 66 =A<l

Potom
6
. PP
A@had) o, |2, Bt =) 23
A@? a8 e T T
|, B, 29)]
Z toho

A?, o) 1,8 .
Al 7)) = —, ,@smﬁl’_ﬂzlgi(x;’, )| > | 3 Bfat, aD)|

| 2 Buatiap)]
Na hranici obdélniku |2,| < @, |z,| < b najdeme minimum V = L. Elipsa
V = L je hledany odhad oblasti asymptotické stability.

Tento postup provedeme pro konkretni pripad seriového motoru s témito
adaji: Vykon P, = 24 kW, napéti U = 230V, otacky n = 1300, B, -+ R, =
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=050, L+ L, = 0,021I, ¢=2,08.104 (H2secA-1), k = 2,742 10-3
{(kgm A-?), I == 1,86 (kgm?), o« = — 4,1547 10% (kgm), § = 0,917 (kgm. sec),
vy = — 5,10-5 (kgm. sec?).

Pro neporusené feeni najdeme hodnoty i* = 1045 A, w* —= 8,170 sec-1.
Kofeny charakteristického determinantu 1,,, = — 55,26 -- 54,60 jsou za-
porné, takie neporudené feseni je asymptoticky stabilni. Formu U zgvolime:

U= —10%} — 2.

o

V=3890
\ 0 x

N

Obr. 11.

Forma V pak vyjde:
V —= 45,5x] -+ 3,04 . 1022 + 0,893, .

av . ; -
Snadno zjistime, Ze 4 je zdpornd v obdélniku |x,| < 10, |x,| = 103,

d¢
Minimum funkce V na obvodu tohoto obdélniku min V = 3890. Elipsa V =
= 3890 je hledany odhad oblasti asymptotické stability (obr. 11).

Ptiklad 2: Koumpaundnt stejnosmérng motor (schema na obr.12). Na
proudové obvody pouzijeme Kirchhoffova zikona:

. 14 ds

U =By + R) + g (L + Ly + My +

d¢
&, di
xTa (M, + M) .

(M, + M) + w(ai + diy),

U= Ry, + L,

73



Moment vyvozeny motorem M, = fi? 4- gii,.
Moment zatéie M, = « + fow -+ yw?
Tteti rovnici dostaneme z rovnovidhy momenti:

dow

Mgl:]lfz+la—t-.

Prevedeme rovnice na normélni tvar:

.if
G = [T L+ M) Ly — (M, - M ULy ~ M, — M) —
~ 4L (R, -+ Ry + i, Ry (M, + My) — iwaL, — iyw d]
di .
th = [(Lp + Ls + jl[]) Ld i (Mz + *7113)2]~1[L/ (Llc + Ls + ML - *M'z - ‘Z‘Is) +

+ wwa(My + M;) + vod(M, + M;)] .

Polozime levé strany rovnic této soustavy rovny nule a vyiesime takto vznik-
lou soustavu tii algebraickych rovnic. Postupujeme tieba tak, Ze vyjadfime
z 1. rovnice neznamou ¢, a dosadime ji do zbyvajicich dvou. V obou rovnicich,
které jsou kvadratické vzhledem k 4, vyjadiime ¢ jako funkei w. Porovndnim
pravych stran dostaneme algebraickou rovuici pro o, kterou muzeme vytesit
s libovolnou presnosti. Snadno lze dokazat, Ze timto postupem obdriime
viechna feseni kromé& toho, v némz ¢ = 0, pokud vibec takové feSeni existuje.
Tento ptipad nas viak s fysikdlniho hlediska nezajima. Budeme vySetfovat
stabilitu neporufeného ¥efeni w = w* = const, ¢ = i* = const, i, = iy =
== const. Porufené fedeni vyjidiime pomoci poruch: o == w* -+ 2, 1 = ¢* +
+ @y, i, = i} -+ ;. Rovnice poruch maji tvar:

dax ;

‘T; = ax; 4 by + ey + dyx - e + fiagw;

dx, -

ar = Wy + by%y + oy + dywyx, - ey, ) (14)
flx;,

di = 3%y + bsTZ + 3%, + d:ﬂﬁx‘g + ey .

Parametry soustavy zvolime tak, aby charakteristicky determinant line-
arisovaného systému rovnic mél viechny kofeny se zapornymi redlnymi
tastmi. Soustava nelinedrnich rovnic je tedy asymptoticky stabilni. Abychom
odhadli oblast asymptotické stability, zvolime negativné definitni formu

U= — (xa} + f'ai + y'a3) .
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. = 2 ool K - = Y
Koeficienty formy V = oz} -+ By + yas + dxya, + ewy2; -+ nawgw, urdime
z Tovnice

B

, dux; .
U= Z “—d7 kde dosadime za T pravé stragy rovnie

‘a?l = a,%; 4 by¥y 4 €2y,

du,
dtd = 0%, + by, + Coy
dx
‘d“;’ = %y + by, | €37, .

Derivace funkee V podle integral-
ni éary nelinedrni soustavy
20V dw, — <
3 (’xa)(drxl + ey + [, +
+ (2w, + @y + ny)(dowi@y +
CFoesrg) + (2pay + ey 4 ny) .
Adymyzy + egwix) —

(xwd A kb oyal) .

Obr. 13.

Protoze na pravé strané posledni
rovnice je polynom obsahujici

pouze Eleny 2. a 3. stupné, mizeme k odhadu oblasti asymptotické stability
pouzit stejné metody jako v predchozim piikladé.
Ptiklad 3: Amplidyn pohdnény konstaninim momeniem (schema na obr. 18).
Na t#i proudové obvody pouzijeme Kirchhoffova zakona
d z,, d . diy
(Ly + Ly + 2M ) + Ryt + Bidy + (M, + My) 3 = ki, — B4, — L, T
L, dt +R7’ = kyly + Kyin ,

LSy R On ) S =T

Moment pohzinéviho motoru M, = konst. Moment vyvozeny amplidynem
M, = aid, + bii,. Z rovnovihy momentd ohdriime &tvrtou rovnici
dw
M, =M, + I i
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Soustavu rovnic pfevedeme na normalni tvar

% — i, + byip + Ciigo - dy

%’;; — agi, + byip + cyiw + dy

%% = ai, + byt + ¢yipw - dy
.‘(11? — iy - Daigy 4 ©, -

Polozime levé strany téchto rovnic rovny nule a vzniklou soustavu alge-
braickych rovnic vytresime.
Vygetiime stabilitu neporugeného ¥eseni i, = i, i, = iy, i, = i,, 0 = w*.
Zavedeme poruchy jako nové proménné
I ke o oL o T o *
By == Uy — By ®p == Ay — Gy Ly == g — 1, & = 0 — 0¥,

Rovnice poruch maji tvar:

dd—il = Az, + Bz, + Cxy + Dixy + Bz, ,
U(l;;z = Az, + By, + Oyxy + Dyxy + Eyxyr,,
éditx = Ay, + By, + Cywy + Doy + Byyzy + Forgr,
ddi? = Az, + By, + Cxy + Dy, + Bz, + Faegx, .

Pomoci Hurwitzova kriteria zvolime parametry soustavy tak, aby charakte-
risticky determinant linearisované soustavy rovnic mél vSechny koi‘eny se

zdpornymi redlnymi ¢dstmi. Zvolime-li negativné definitni formu U= — Ek s
f=1
a vypodéitdme koeficienty positivné definitni formy V = Z a5%:%,, ma deri-
i,k =1
vace funkce V podle integralni éary nelinedrni soustavy tvar

L oV du, i
= =U+ (25 a,x;) K xz, - ( az)E':ra:—{—
dt zx)dt (2:11)114 ZZ "3%y

4
-+ (2 z aaz'xi) (B, + Fyxyzy) + (2 2 auxi) (By2,25 4 Fywy1,) -
iw1 . i1

Odhad oblasti agsymptotické stability se provede v podstaté stejné jako v pfed-
chozich prikladech, nebot v posledni rovnici se vyskytuji pouze éleny 2. a 3.
stupné.
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[11 #. I'. Maaxun: Teopus yeTOHIUBOCTH NBHHKCHUA.
[2) I'. H. Jly6owui: OCHOBLL TeOpPUH YCTONYUBOCTH IBHMKEHHA,

Peszwme

O HEKOTOPLIX HPUMEHEHHNAX TEOPUN YCTOWYNBOCTU
JANYHOBA B 9JIERTPOTEXHUKE

S3AEHEHK BOPEJI (Zdensk Vorel)
(Tocrynmio B pegakumio 26/X 1955 r.)

CraTths mpejHasHavYaeTcs jUisT 1epBOTO O3HAKOMJIEHUSI ¢ TeOpHel ycroildu-
poctu JlstmynoBa. B meil cogepskatcss Bajkuellne pe3yiibTarhl, HAXOMSIHECH
B CBA3H ¢ HMCCIEJOBAHNEM YCTONYMBOCTH DIIeRTpHYeckux mawmH. [Ipumsepeno
onpesesenue yerofuuBocty o JIATyHOBY, Aanee nepsasd @ Bropasg Teopema o6
yeTOHaMBOCTH IS aBTOHOMHBIX cucTeM. llosicusercsi ¢BA3L MCKAY ycrToitum-
BOCTHI0 B JE3MUECKOM W MaTeMaTnuecKoM cmbicie. [Tokasan cnocof, Kak B KOH-
KPeTHOM ¢JIy4ae MOKHO TPOWM3BECTH OIeIKY O0JIAcTH ACHMITOTHYECKOMH
YCTOWYMBOCTH, MOJB3YACL METONOM liepBoro mpubiamuenus. [lanee upomsso-
JTCS OofleHRa O0NACTH ACHMITOTHYCCKOR YCTOHYMBOCTH JJIsI MOTOPA MOCTOSI-
HOTO TOKA TOCIEOBATENILHOTO BRJITOUEHMSI ¢ YMCJIOBBIMU HauuniMu. HakoHen
HaMeden OOHMH OYTh IpH NPOW3BOJCTBE ONEHKM 00JIACTH ACHMITOTHIECKOI
YCTOMUYMBOCTH JUIA JBUTATENsd CMEIIaHHero BO3OYH{EHMA YOCTOSHHOIO TOKA
o i aMITHATHA ¢ TOCTOSHHBIM TPUWBOXHAIM MOMEHTOM.

Summary

ON SOME APPLICATIONS OF LIAPOUNOFF’'S THEORY
OF STABILITY IN ELECTRICAL MACHINERY

ZDENEK VOREL
(Received October 26, 1955.)

This paper may give the first look at Liapounoft’s theory of stability. It
contains the most important results closely related to stability of electric
machines. Liapounoff’s definition of stability is followed by the first and second
theorems of stability for autonomous systems. The relation of stability in
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physical and mathematical sense is explained. The method of the first approx-
imation is applied to value the domain of asymptotical stability. A numerical
solution of this problem is carried out for direct-current series machine. Finally
the general proceeding in valuation of the domain of asymptotical stability
" for a direct-current compounded motor and for an amplidyne driven with
constant moment is showed.
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