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HYPERARCHIMEDISCHE TEILBARKEITSHALBGRUPPEN

BruNo BosBAcH, Kassel

(Eingegangen am 21. Juni 1988)

Unter einer Teilbarkeitshalbgruppe verstehen wir jede Algebra (S, -, 1, A), die
den Gesetzen genligt:
(A1) (S, -)is Halbgruppe

(A2) (S, A)is Halbverband
(A3) x(a A b)y = xay A xby
(A4) a<b=3x,y:ecx=b=ya.

Demzufolge ist die Teilbarkeitshalbgruppe eine gemeinsame Verallgemeinerung
der Verbandsgruppe, in die sie iibergeht, wenn (S, +) sogar Gruppe ist, und des distri-
butiven Verbands, in den si iibergeht, wenn (S, +) sogar Halbverband ist.

Ziel der vorligenden Note ist eine Studie der hyperarchimedischen Teilbarkeits-
halbgruppen. Eine Verbandsgruppe heifit hyperarchimedisch, wenn alle ihre homo-
morphen Bilder archimedisch sind. Das ist gleichbedeutend damit, dal sich alle
ihre subdirekt irreduziblen homomorphen Bilder einbetten lassen in die klassische
Verbandsgruppe (R, +, max, min), [15].

Hyperarchimedische Verbandsgruppen wurden wiederholt untersucht, vgl. hierzu
" etwa [6] oder den Beitrag von P. F. Conrad in dieser Zeitschrift [14] sowei die dort
zitierte Literatur: [1], [2]. [3], [4], [16], [17]. [18], [19]. Dabei wurden im we-
sentlichen vier (4quivalente) Kriterien in den Vordergrund gestellt, namlich:

(a) Jede prime Untergruppe is maximal.

(b) Jede 1-erzeugte solide Untergruppe ist ein direkter Faktor.

(c) G ist isomorph zu einer Gruppe reeller Funktionen mit:

0<f,g=13n:f(x) 2 g(x) (Vf(x)*0).
(d) Sind a und ¢ positiv, so existiert ein n € N mit der Eigenschaft:
aAnt"=anttt,
Schaut man jedoch auf die Strukture der Teilbarkeitshalbgruppe, so erkennt man
leicht, daB} R, erweitert um + oo, beziiglich der kanonischen Erweiterungen von +,
max, min nicht eine dieser Bedingungen erfiillt, wenn man Gruppe modifiziert

zu Halbgruppe, obwohl alle homomorphen Bilder archimedisch im Sinne der Teil-
barkeitshalbgruppen sind. d.h. " £ a (Vne N)=ta < a 2 at erfiillen. Dies gibt
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AnlaB zu einer doppelten Fragestellung. So ist zum einen zu kldren, was die Implika-
tionen der Bedingungen (a),...,(d) sind, und zum anderen, welches Kriterium
fiir Teilbarkeitshalbgruppen leistet, was (a), ..., (d) fiir Verbandsgruppen leisten.

Gehen wir andererseits von den zuzulassenden total geordneten homomorphen
Bildern aus, so bietet sich die Unterscheidung nach stark archimedischen total
geordneten Bildern (1 < t&aeS=3IneN:t" 2> a)und (schwach) archimedischen
total geordneten Bildern (1 £ 1 & " < a (Vne N) = ta = a = at) an, und es liegt
nahe, zu trennen nach Teilbarkeitshalbgruppen mit lauter atomaren und solchen
mit (auch) dichten subdirekt irreduziblen homomorphen Bildern.

Somit stellen sich u.a. als natiirliche Aufgaben:

(1) Eine Charakterisierung archimedischer Teilbarkeitshalbgruppen mit ausnahms-
los archimedischen total geordneten homomorphen Bildern.

(2) Eine Charakterisierung archimedischer Teilbarkeitshalbgruppen mit aus-
nahmslos stark archimedischen total geordneten Bildern.

(3) Eine Charakterisicrung archimedischer Teilbarkeitshalbgruppen mit aus-
nahmslos stark archimedischen atomaren total geordneten Bildern.

Thnen soll im folgenden nachgegangen werden. Dabei gelangen wir zu teilweise
iiberraschenden Resultaten, von denen als die beiden auffallendsten schon hier
erwahnt seien:

(1) Eine Teilbarkeitshalbgruppe ist hyperarchimedisch (alle homomorphen Bilder
sind archimedisch), gdw. ihre 1dealhalbgruppe archimedisch ist.

(2) Eine Teilbarkeitshalbgruppe ist faktoriell (nach [7] also komplementdr mit
spezieller Kettenbedingung), gdw. ihre Idealhalbgruppe wenigstens komplementir
bzw. gleichwertig hiermit A -distributiv ist.

0. VORBEMERKUNGEN

Die Arithmetik der Teilbarkeitshalbgruppen sei als bekannt vorausgestzt, wir
verweisen diesbeziiglich auf [8], [9], [10], [11]. Hingegen wollen wir ausfiihrlich
eingehen auf die Rolle von Idealen in Teilbarkeitshalbgruppen.

0.1. Definition. Sei S eine beliebige Teilbarkeitshalbgruppe. Dann verstehen wir
unter einem Ideal aus S jedes Verbandsideal I mit I n S* #+ @ und unter einem
Filter aus S jeden Verbandsfilter.

Weiter verstehen wir unter einem m-Ideal jedes Verbandsideal I mit I .1 < I und
unter einem m-Filter jeden Filter F mit F.S < F 2 S.F.

Hinsichtlich (S, ) ist ein m-Filter also nichts anderes als ein Rees-Ideal im Sinne
der Halbgruppentheorie.

0.2. Definition. Sei S eine Teilbarkeitshalbgruppe. Dann nennen wir ein Ideal [
bzw. einen Filter F irreduzibel, wenn gilt:

anbel=ael Abel bzw. av beF=acF v beF.
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0.3. Proposition. Sei I ein m-Ideal aus S. Dann liefert a = b(I): <> 3e,fel:
a < be & b £ af eine Linkskongruenz, und es ist diese Linkskongruenz sogar
eine Kongruenz, wenn s.I = I.s erfiillt ist.

Sei hiernach F ein m-Filter aus S. Dann liefert a = b(F) <> xeF<a A x =
"= b A x eine Kongruenz auf S.

0.4. Proposition. Ist S eine Teilbarkeitshalbgruppe, so bilden die Ideale beziiglich
der abgeleiteien Komplexoperationen eine volldistributive Verbandshalbgruppe,
und es gilt gleiches fiir die Filter aus S.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB das Komplexprodukt A.B := {abla€ A4, be B}
ein Ideal bildet. Seien hierzu p € 4 und g € B positive Elemente aus A bzw. B.

Zunichst ist A.B ein Anfang in (S, <).Denn sei x < ab. Dann liegt x auch unter-
halb von (a v p)(b v q), so daB wir schon a und b als positiv annehmen diirfen.
Das fithrt dann aber im Falle (a A x) x' = x zu der Abschitzung x = xx’ A xb A
A ax' A ab = (x A a)(x’" A D).

Esist A.Baber nicht nur ein Anfang, sondern sogar ein Ideal. Denn mit p und ¢
ist auch pg positiv und sind a;by, a,b, aus 4. B, so folgt a;b; v a,b, < (a; Vv a,).
.(by v by)e A.B.

Weiter erhalten wir, daf das Komplexsupremum A v B:= {a Vv b ‘ acAd,
b € B} ein Ideal bildet — und zwar das von der Vereinigungsmenge 4 U B erzeugte
Idecal — und ganz analog, daB das Komplexinfimum 4 A B:={a A b [ acA,
b e B} ein Ideal bildet.

SchlieBlich erhalten wir unmittelbar

AANBvVC)=(AAB)v(AAC
sowie
A(Bv C)=A.Bv A.C
und mittelbar
A(BAC)=A.BAA.C,
wegen
aby A ayby £ (ay A ay)(by A by)eA.(B A C).

Somit gilt unsere Behauptung fiir Ideale, und man bestdtigt leicht, daB siec analog
fiir Filter hergeleitet werden kann. 0

0.5. Korollar. Ist S ein Teilbarkeitsmonoid, so bilden die Ideale aus S eine al-
gebraische Teilbarkeitshalbgruppe, in der die Operationen -, A, v distributiv
beziiglich des Erzeugnisses operieren, und es gilt dasselbe fiir Filter aus S.

Denn, das eine wurde soeben bewiesen, dass andere macht der Leser sich leicht
klar. O

Wie wir sehen werden, sind u.a. Struktureigenschaften der Idealhalbgruppe fiir
den Grad der Archimedizitdt verantwortlich. Das hat wesentlich damit zu tun,
daB die irreduziblen Ideale eine ganz entscheidende Rolle bei der Erzeugung von
Kongruenzen spielen. Genauer gilt nach [12]:
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0.6. Lemma. Ist P ein irreduzibles Ideal, so stiftet die Festsetzung
a = b(P) <> Vx, y: xaye P <> xby € P
eine Kongruenz, und is S kommutativ, so ist diese Kongruenz sogar linear.

Offenbar 148t sich dual eine Kongruenz fiir Filter erklaren, wobei die Kongruenzen
mod P und mod (S — P) iibereinstimmen.

Es gibt keinen Mangel an irreduziblen Idealen. Genauer gilt:

0.7. Lemma. Ist F ein Filter aus S, so ist jedes Ideal (m-Ideal) irreduzible, das
maximal ist in der Menge aller zu F disjunkten Ideale.

Insbesondere exisiert demnach zu jedem {1" l ne Nj ein irreduzibles m-Ideal M
mit " % "*(M) (Vne N). Denn Menge aller x mit x = y & 1"y = 1"*! (3Ine N)
bildet offenbar einen Filter.

0.8. Definition. Sei P ein Primideal. Dann verstehen wir unter dem Kern von P,
i.Z.Ker(P),die Menge aller ke Pmits.te P=>s.k.teP und unter dem Radikal von P,
i.Z. Rad(P), die Menge aller r aus P mit 7" ¢ P (3n e N).

0.9. Definition. Sei I ein beliebiges Ideal aus S. Dann nennen wir I archimedisch,
wenn gilt:
YneN:t"el=1t1, I.t<1I.

Sei F ein Filter aus S. Dann nennen wir F primdr, wenn er der Bedingung geniigt:
abeF&a,b¢ F=>3neN:a", b"eF.

Wie man leicht sieht, ist ein irreduzibles Ideal genau dann archimedisch, wenn
der korrespondierende irreduzible Filter primar ist.

Ist S eine beliebige Teilbarkeitshalbgruppe, so sei S° die um ein maximales Zusatz-
element erweiterte Teilbarkeitshalbgruppe. Dann gilt mit dieser Bezeichnung:

0.10. Proposition. Ist S eine subdirekt irreduzible archimedische Teilbarkeits-
halbgruppe, so ist S einbettbar in R oder E° := (R'°, t, min)/{x | x > 1}.

Beweis. Wir bezeichnen hier wie im folgerden als kritische Paar a < b eines
subdirekt irreduziblen Bildes S jedes Paar a < b, das bei jeder echten Kongruenz
kollabiert. Sei hiernach a < b kritisch. Dann unterscheiden wir den positiven und
den nicht positiven Fall.

Gilt etwa ¢ < T, so enthilt S eine Gruppe, und es muB @ in dieser Gruppe liegen,
da wir S andernfalls nach ihr zerlegen kénnten. Folglich handelt es sich bei S um
eine archimedische Verbandsgruppe mit 0, weshalb Hélder [15] greift.

Ist S aber positiv, so muB isomorph zu 5/{X | X > a} sein, weshalb Clifford [13]
greift, O

Zum AbschluB unserer Vorbemerkungen sollen noch zwei Begriffe erldutert
werden, die in Rolle bei der Charakterisierung superarchimedischer Teilbarkeits-
halbgruppen spielen werden, ansonsten aber ohne Belarg fiir diese Arbeit sind.

531



0.11. Definition. Sei te S*. Dann verstehen wir unter C(t) die Menge aller a
aus S, fir die in der kanonischen 1-Erweiterung X gilt: (1 v a)(1 A a)™' £ 1"
(@neN).

0.12. Definition. Wir sagen C(¢) (t € S*) sei ein subdirekter Faktor von S, wenn
es einen Homomorphismus @ gibt mit ®(S) = &(C()) = C(r) und S zudem subdirekt
zerfallt in &(S) x S/C(1).

Endlich sei angemerkt, daB jede abelsche subdirekt irreduzible Teilbarkeitshalb-
gruppe eine 1 besitzt und O-kiirzbar ist.

1. HYPERARCHIMEDISCHE TEILBARKEITSHALBGRUPPEN

1.1. Definition. Eine Teilbarkeitshalbgruppe heifle hyperarchimedisch, wenn sie
der Bedingung geniigt:
. Va,teS* IneN:t.at<av t".

Offenbar ist jede hyperarchimedische Teilbarkeitshalbgruppe auch archimedisch.
Somit ist die kanonische 1-Erweiterung einer hyperarchimedischen Teilbarkeitshalb-
gruppe zumindest archimedisch. Es gilt jedoch mehr.

1.4. Proposition. Ist S eine hyperarchimedische Teilbarkeitshalbgruppe, so ist
auch ihre kanonische 1-Erweiterung X hyperarchimedisch.

Beweis. Scien o und B aus I+ gegeben. Ist dann o v B aus S* und e Einheit
zu a v B, so folgt nach Voraussetzung

a.fp=ecref<exv (ef)f=eavp)y=avp (IneN).

Ist aber f nicht aus S*, so hat § die Form (1 A a)(1 A b)”" und ist daher fremd
zu — etwa — f:=1 v beS*. Somit gilt nach dem ersten Teil

a.f £ fa.B §foc v " (3meN).
Seinun1 < g < fmit g€ S*. Dann ist auch g L 8, und es folgt analog
w.fp<ga.p<gav p (IneN).
Wir betrachten k := min (m, n). Dann gilt weiter
a.f < (fa A ga) v (fo A BY) v (gu A B") v B
=gav(anap)v(xnp”) v p (beachte f,g L B)
= ga v B*.
Das bedeutet aber im Falle x = xee ST und g = e

x.of £ x(a v §),
also, da wir g variieren kOnnen

a.fpSav p. | O
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Nach dieser Vorbemerkung iiber hyperarchimedische Teilbarkeitshalbgruppen geben
wir nun ein erstes Strukturtheorem.

1.2. Theorem. Sei S eine Teilbarkeitshalbgruppe. Dann sind die Aussagen dqui-
valent:
(i) S ist hyperarchimedisch.
(i) Ya,teS3IneN:t.a.t < a v 1"
(iit) Jedes homomorphe Bild von S ist archimedisch.
(iv) Jedes irreduzible Ideal ist archimedisch.
(v) Jeder irreduzible Filter ist primr.
(vi) Sind A und T Ideale aus S, so gilt die Implikation Vne N: T" £ A =
=T.A.Tc A.
(vii) Jedes irreduzible Ideal ist gleich der Vereinigung seines Kerns mit seinem
Radikal.

Beweis. (i) = (ii). Denn ist (i) erfiillt, so ist S archimedisch, also auch kommutativ.
Seinunin Za = 1 und t = xy~! mit x L y. Dann folgt

ax<avx "saxvay ""'Sayvx

=axy" ' =ax vay" ! <ay" v x"

=axy ' <av(xy7'),

woraus sich die gewiinschte Formel fiir beliebiges a vermoge a = (1 A a) (1 \Y% a)
und
Avaxy's(lvav(xy)y=
=>(lAraylvaxy ' ra(lva)vxy?
ergibt.

(ii) = (iii). Gilt (i) in S, so gilt (ii) auch in jedem homomorphen Bild. Folglich ist
jedes homomorphe Bild von S erst recht archimedisch.

(iii) = (iv). Sei P ein irreduzibles Ideal mit ¢" € P fiir alle n € N. Gilt dann a € P,
so folgt in S/P entweder @ < 7" fiir mindestens ein m € N oder es gilt at < a. Das
bedeutet aber, daBl a € P, a.t ¢ P nicht eintreten kann.

(iv) = (v) ergibt sich per definitionem.

(v) = (vi). Denn (v) ist dquivalent zu (iv) und (iv) impliziert (vi) fiir irreduzible
Ideale. Es ist aber jedes Ideal Durchsnitt von irreduziblen Idealen.

(vi) = (vii). Denn ist P ein irreduzibles und nach (vi) archimedisches Ideal, so gilt:
VYne N:1"e P=1.xeP=>t.xeP. Daher ist  in jedem Falle aus Rad(P) U Ker(P).

(vii) = (iii). Zunéchst ist S archimedisch und daher kommutativ. Denn: wire fiir
alle ne N etwa 1" < a aber 0.B.d.A. a < at (te S*), so gibe es ein irreduzibles
Ideal P mit a,t"e P (Vne N), aber at ¢ P trotz t e Ker(P), also ae,e P=at <
=< ate,€ P.

Sei nun S ein subdirekt irreduzibles Bild zu S, also auch ein 0-kiirzbares Teilbar-
keitsmonoid mit kritischem Paar a < b. Dann bilden wir das irreduzible Ideal
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:={x| X < a}. Wegen (vii) erfiillen die t aus P mit T <7 fiir ein geeignetes
n e N die Beziehung 1" ¢ P, also " = a. Das bedeutet dann weiter, daB insbesondere
alle ¢! < 1 die Beziehung ¢" = a fiir ein geeignetes n e N erfiillen. Daher ist S
entweder positiv und dann isomorph zu S/{j | y > a} oder es ist S = C oder aber
esist S = C".

(iii) = (i). Denn gilt (iiij und ist at £ a v " (Vn e N), so gibe es ein irreduzibles
Ideal P mit a, 1" ¢ P (Vn € N), aber at ¢ P. Das liefert dann in S := S/P

VneN: "< a&a < at,

da @ £ 1" zu af £ "1 und damit zu at e P fithren wiirde. Folglich mu8 S unter
Voraussetzung von (iii) hyperarchimedisch sein. O

2. SUPERACHIMEDISCHE TEILBARKEITSHALBGRUPPEN

2.1. Definition. Eine Teilbarkeitshalbgruppe S heille superarchimedisch, wenn sie
der Bedingung geniigt:

Va,te ST IneN:a A t"=a A """,

Gilt sogar sghirfer a” = ¢"*! (In e N) fiir alle a, so nennen wir S lokalendlich.
Als einen ersten Hinweis auf den Zusammenhang zwischen Hyperarchimedizitiit
und Superarchimedizitét geben wir

2.2. Lemma., Ist eine Teilbarkeitshalbgruppe superarchimedisch, so ist sie auch
hyperarchimedisch.

Beweis. Sei r aus S* und a A 1" =a A """ sowie (a A 1")a’ = a. Dann ist

nach den Regeln der Arithmetik a v t" = t"a’ und damit dann auch at £ "1y’ =
=a v ", O

Hiernach k&nnen wir zeigen:

2.3. Proposition. Sei S eine superarchimedische Teilbarkeitshalbgruppe. Dann
ist auch ihre kanonische 1-Erweiterung X superarchimedisch.

Beweis. Sind o und f beide aus S, so ist nichts zu zeigen. Gilt aber a ¢ S, jedoch
B=:teS*;soistavonder Form(1 A a)(1 A b)"'mita =1v acSund beS,
und es gilt (1 A a)(1 A b)™* (1 A b)™", also auch

QAL ' Arr=0Ab) A san"=aA ",
Somit geniigt es, (1 A b)™' zu betrachten. Sei hierzu ec E(t) n ST und 1 £ f < e.
Dann folgt fiir ein geeignetes ne N

(L Ab)" Arm=1¢(l Ab)"' A" (dae(l A b)"'eST),
also auch '
frernt Atb=fAent™ Atip
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und daher im Falle xf = x auch
(1A b)y ™t Ay =x((1Ab)t AT
Somit gelangen wir durch Variation von x zu
(LAb) P Ar"=(LAb)" At
Sei nun @ =:aeS*, B=(1Aa)(l Ab)"text — S Dann kénnen wir eine
Einheit u zu a wihlen, die fremd is zu f, etwa (1 v b) A e mit positiver Einheit e

von a, und wir diirfen wegen der Superarchimedizitiat von S zusétzlich annehmen,
daB u idempotent sei. Das liefert a A (up)" = a A (up)y’** fiir ein n e N und somit

an (upy=a n (up)y**
=an(uvp)=an(uvp*
s(@nruyvianp)y=(@nru)vianpt).
Hieraus ergibt sich durch Schneiden mit (@ A ") (auf beiden Seiten)
anpP =anptt.
Bleibt der Fall « ¢ S und ¢ S. Dann bewegen wir uns aber in der Unterteilbarkeits-

halbgruppe der kiirzbaten Elemente und kénnen schlieBen: Da S superarchimedisch
ist, ist S und damit auch X hyperarchimedisch, so daB wir wie oben erhalten:

d.ﬁ"+1 é Ot.ﬁ" v ﬁn+2 é (OC A ﬂ")(a v ﬂ"+1) é Ot.ﬁ"+‘
=a A B =aAptt,
Damit sind alle Fille diskutiert. O

2.4. Theorem. Sei S eine Teilbarkeitshalbgruppe. Dann sind die Aussagen dqui-
valent:

(i) S ist superarchimedisch.

(ii) S ist reprdsentierbar und alle total geordneten Bilder sind stark archi-

medisch.

(iii) S ldpt sich derart subdirekt in angeordnete Faktoren zerlegen, daf zu allen

positiven Elementen f,g aus S ein ne N existiert mit f(x)' = g(x) (Vxe
e supp(f)).

(iv) S*[F* ist fiir alle Filter F* < S* lokalendlich (Va 3n: a" = a"**).

(V) Fiir alle te S* zerfdllt S subdirekt in C(t) und S|C(t).

Beweis. (i) = (ii) ist evident.

(ii) = (i). Sei S dargestellt als subdirektes Produkt mit stark archimedischen
Faktoren. Dann kénnen wir trennen nach positiven und nach Gruppenfaktoren, die
ihrerseits jeweils ein positives homomorphes Bild S, und ein homomorphes Gruppen-
bild S, von S bestimmen, so daB es geniigt zu zeigen, daB (ii) in jedem dieser Bilder
gilt.

Wir betrachten zunéchst ein Produkt S, von lauter stark archimedischen (total
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geordneten) Faktoren. Wire hier etwa a A 1" % a A t"*' (Vn e N), so kénnten wir
zunichst iibergehen zu S,/[a). Dies wire ein Bild S mit i + "' &a = 0.

Somit diirfen wir ausgehen von einem S; mit " & "*! < 0, das Bild ist zu S.
Dann existiert aber ein beziiglich " % "*'(4) (Vn € N) maximales, E(f) umfassendes
m-Ideal M, das nach 0.7 zudem irreduzibel ist.

Wir bilden S:= S/M. Hier sind wegen (t A x)1' =t &(t A x)x" = x =
= Ax)( AX)=tAx=>teMv x'eM alle X mit 7 vergleichbar, woraus
induktiv folgt, daB alle X mit allen #* (n e N) vergleichbar sind.

Demzufolge ist F := {j |y > #" (Vne N)} wegen a e F nicht leer und wegen der
Vergleichbarkeit aller i mit allen X ein Filter.

Das fiihrt dann mit S := S/F zu dem Widerspruch eines total aber nicht stark
archimedisch geordneten Bildes.

Wir betrachten nun den Gruppenfall und erwdhnen vorab, daBl in Verbands-
gruppen die Bedingungen (1.2, i) =: (1) und (2.4, ii) =:(2) dquivalent sind wegen

(D=ar** sar v (aat)(av ) sart =ant"=antt?

und

@=ar*t =(ant)(a
n+1

t"+1) — (a2 v atn+1) A (at" v t2n+1) -

<

=>at<avt

Somit gidbe es in S; ein irreduzibles Ideal P und ein Paar a,t mit at £ a v "
(Vn e N) & at ¢ P. Das fiihrte aber in S,/[P =: § zu dem WiderspruchT < 1 & " < a
(VneN) & a < ai, da im Falle i = a auch atf € P gelten miiBte.

(i) <> (iii) ist fast evident.

(i) <> (iv) ist ebenfalls fast evident. Denn wire S*/F* nicht lokalendlich, so gibe
eseinain F* undeintin ST — F*, derartdaB a A 1" + a A t"*! (Vn e N) erfiillt
wire, und ist jedes S*/F* lokalendlich, so ist insbesondere Jedes S* [ a) lokalendlich,
was die Bedingung (ii) impliziert.

Somit sind wir am Ziel, falls (i) < (v) erfiillt ist. Wir zeigen zunéchst

(v) = (i). Offenbar sind je zwei Elemente aus C(t) kongruent modulo C(z). Daher
induziert @: S — C(t) einen Isomorphismus von C(¢). Dann liegt aber &(a) unterhalb
eines ¢(¢)", und es folgt

d(a A 1")

®(a) A (2(1))"

®(a) A (P())"* = d(a A "),

Daher muB auch a A 1" = a A "% erfiillt sein.

Bleibt zu zeigen

(i) = (v). Der Beweis dieser Implikation nimmt den breitesten Raum ein: Wir
betrachten zundchst ein superarchimedisches positives S. Hier kdnnen wir jedem
x e S das eindeutig bestimmte Element x A " = x A "*! zuordnen. Auf diese
Weise erhalten wir einen Homomorphismus .
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Denn es gilt

XA ' =x At =y At"=y A"t

=sx At"=s(x A") AL

s(y Aty At

Il

=sy At'.

Das bedeutet aber @(sx) = @(sy), und es ergibt sich weiter a fotiori
d(x) = ®(y) = D(s A x) = D(s A ).

Wir betrachten nun

xey = &(x) = P(y)
und

xoy e x = y(C(1)) .
Gilt dann

xoy und xoy,

so folgt fiir geeignete Elemente k, p

xAtt=yAtti=y Attt = x A FF!
und
x £ yt* &y < xi*,
also
xZyvir&y<xvi,

und damit fiir ein geeignetes /

xAatl=yat
und

xvit=yvi,
woraus x = y resultiert.

Daher liefern ¢ und o eine subdirekte Zerlegung von S = S*.

Aufgrund von 2.2 wissen wir weiter, daB mit S* auch X* superarchimedisch ist,
und man erkennt fast unmittelbar, daB sich die subdirekte Zerlegung auf X* fortsetzt.
Daher sind wir am Ziel, wenn wir zeigen kénnen, daf die Quotientenhiille Q(2+)
subdirekt zerfallt im Sinne des Satzes. Sei also Q := Q(£¥) und = € {g, g}.

Wir setzen a = b in Q genau dann, wenn es in 2 ein kiirzbares ¢ gibt mit ac = bc.
Dies liefert, wie man unschwer erkennt, eine Fortsetzung von = nach Q. Weiter
siecht man leicht ein, daBl sich auf diese Weise auch die subdirekte Zerlegung fort-
setzt — man beachte, dal mit x und y auch x v y kiirzbar ist. Bleibt also zu zeigen,
daB der Fortsetzung von ¢ die behauptete inhaitliche Bedeutung zukommt. Das
ergibt sich aber wie folgt:

Ist x=(1vx)(1Aax)y=(1vy(1Ay =y sohaben wir lvx=1vy
und (1 A x)7" = (1 A y)7*, so daB xgy nichts anderes bedeutet als daB x und y
in C(t) den gleichen ,,maximalen* Faktor besitzen. O
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3. DISKRET ARCHIMEDISCHE TEILBARKEITSHALBGRUPPEN

3.1. Definition. Eine Teilbarkeitshalbgruppe S heile diskret archimedisch, wenn
jedes subdirekt irreduzible Bild S vom Typ Z oder Z® oder S, ist.

" Es folgt

3.2. Proposition. Sei S eine Teilbarkeitshalbgruppe. Dann sind die Aussagen
dquivalent:

(i) S ist diskret archimedisch.

(i1) In S gilt fiir alle Primideale P und alle Ideale A die Implikation:

AcP=A|P.

Beweis. (i) = (ii). Sei A € P. Es ist S/P totalgeordnet archimedisch vom Typ
S,, Z oder Z*. Ferner wird jedes x € P auf ein X = 0 abgebildet — beachte x.ee P &
&y¢P=y.e¢P.

Somit handelt es sich bei P im Falle P # S um ein Hauptideal (p] # 0 und es
folgt A = (d] mit geeignetem a < p.

Sei g nun irgendein Element aus P. Dann ist mit geeignetem s

\ (gna)s=q,
und es gilt fiir alle a’ e 4
a'seP.
Es ist aber P = {x | X < p}. Somit erhalten wir a’s € P und damit A | P.

(i) = (i). Wir zeigen zunéchst, daB S hyperarchimedisch ist. Sei hierzu " <
(Vne N). aber at & a. Dann findet sich unter den a, at trennenden Idealen ein
maximales P, was mit T:= {x | x < 1" (In e N)}
vorab den Widerspruch hefert

at¢ P& P = XT = XTT = PT> at.

Somit ist S zumindest archimedisch. Sei nun weiter S ein subdirekt irreduzibles
homomorphes Bild. Dann ist S total geordnet, da S kommutativ ist, und wir erhalten:

i"<a(VvneN)=ia=a.
Denn setzen wir
T:

IIA

{x|x £ (IneN)} (wie oben)
und
P:={x|x g a},
so folgt T < P, also P = TX und damit TP = P, was zu TP = P und foglich zu
ta = a fihrt. Somit ist S sogar hyperarchimedisch.

Hiernach schlieBen wir:
Ist S ein subdirekt irreduzibles Bild beziiglich a < bund ¢™' < I{ce C(S) =: C),
so ist C isomorph zu Z. Denn C 148t sich einbetten in R und gébe es kein kleinstes
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streng positives Element, so konnten wir
A:={a|la<gc}
P:={p|lp=g
bilden. Dies lieferte A £ P und damit auch 4 l P bzw. A { P, mit Widerspruch.
Dann muB aber S vom Typ Z oder Z° sein. Denn, ist @ aus C, so ist dies klar. Ist
aber @ ¢ C, so erhielten wir fiir alle Elemente ¢ aus C die Gleichung a¢ = a, also
C < E(a), weshalb § kein negatives Element besife.
Ist S aber positiv, so kénnen wir wie oben zeigen, da S — {I} ein kieinstes
Element besitzt, weshalb in diesem Falle S = S, fiir geeignetes n erfiillt sein muB. [

Es stellt sich die Frage, ob sogar allgemein
AcB=A|B

gefordert werden kann. Daf dies nicht zutrifft, zeigt das Produkt [[S, (ie N).
Bilden wir hier die Ideale

_ =0,j<i
—{f‘f(l i J =z i}
und
=) =5
so folgt

A< B, abernicht A|B.

4. FAKTORIELLE TEILBARKEITSHALBGRUPPEN

Als eine besondere Klasse diskret archimedischer Teilbarkeitshalbgruppen wird
sich die Klasse der faktoriellen Teilbarkeitshalbgruppen erweisen.

4.1. Definition. Eine Teilbarkeitshalbgruppe S heiBe faktoriell, wenn jedes positive
a aus S in Halbprimelemente (p = ab = p = a v p = b) zerfillt.

Da es sich bei der Untersuchung faktorieller Teilbarkeitshalbgruppen i.w. um die
Untersuchung ihres Kegels handelt, konnen wir uns im folgenden o.B.d.A. auf’
positive Teilbarkeitsmonoide beschranken. Sei deshalb in diesem Paragraphen S
stets ein positives Teilbarkeitsmonoid.

4.2. Lemma. Ist p halbprim, so ist p auch vollprim, d.h. so erfiillt p die Implikation
pP"Sab=p"<avp=sh

Beweis. Offenbar ist p halbprim gdw.a < p & b < p = ab < p. Sei nun zunéchst
p < ab. Dann folgt p < pp A pb A ap A ab=(p A a)(p A b), weshalb p =
=p Aaoderp =p A bseinmuB,alsop < a v p £ berfiillt ist. Daher ist p prim.
Sei hiernach p prim und p” < ab. Dann folgt p" = p"p A p"b A ap A ab =
=(p" A a)(p A b), und dies fiirht im Falle p A b < p zu p < a und damit zu
p"Ana=p. O
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Als eine fast unmittelbare Folgerung aus der Primeigenschaft erhalten wir
Vertauschbarkeit fiir je zwei Halbprimelemente p,q. Denn aus p £ g £ p folgt
pqg = qx = qpy, also pq < qp < pq. Das bedeutet u.a., daf ein faktorielles Teil-
barkeitsmonoid zwangsldufig kommutativ ist. Dariiber hinaus erhalten wir

4.3. Proposition. Ist S faktoriell und [[pi' = a = [|qf mit paarweise unver-
gleichbaren Basiselementen und unverkiirzbaren Vollprimfaktorpotenzen, so
stimmen die beiden Darstellungen bis auf die Reihenfolge der Potenzen iiberein.

Denn, man beachte die Vollprimeigenschaft. O

SchlieBlich sei wiederholt [7]:

4.4. Definition. Ein Monoid heiBt ein Holoid, wenn gilt: a |,b<>a |, b und
a l b I a=a=b.

Ein Holoid heifit komplementdr, wenn jedem Paar a, b die Komplemente a = b
und b:a mit ax Z b<x = ax*b und ya =Z b<>y = b : a existieren, und damit

dann auch zu jedem Paar a, b das Supremum a v b.
Hiernach konnen wir als 4. Struktursatz beweisen:

4.5. Theorem. Sei S ein positives Teilbarkeitsmonoid. Dann sind die Aussagen
dquivalent:
(i) S ist faktoriell.
(i) Die Idealhalbgruppe von S ist (\-distributiv.
(iii) Die Idealhalbgruppe von S ist komplenientdir.

Beweis. (i) = (ii). Zunéchst ist S komplementér. Denn offenbar gilt ax = b <
@(a A b)x = b. Deshalb geniigt es zu zeigen, daB alle a = b mit a £ b existieren.
Dies gilt aber, da die unverkiirzbaren Halbprimfaktorzerlegungen der einzelnen a
aus'S eindeutig sind und deshalb die unverkiirzbaren Halbprimfaktorzerlegungen der
‘Komplemente in b Teilprodukte der Darstellung von b sind.

Insbesondere haben die bisherigen Uberlegungen mitergeben, daB es jeweils nur
endlich viele Komplemente in x gibt.

Sei nun x € (4B, (iel). Dann findet sich zu jedem i€l ein a;€ A, b; € B; mit
a;b; = x, und wir diirfen zusédtzlich b; = a; * x annehmen. Wir bilden nun x,, :=
:= V(a; * x) € B.

Dann ist x,4a; = x also x = xm(xm % x) mit x, € B, x,, * x€ A, woraus die Be-

- dingung (ii) resultiert.

(i1} = (iii). Auch hier zeigen wir zunichst, daB S komplementér ist, wenn die
Bedingung des Satzes-gilt. Sei dazu {x,|i e} die Menge aller x mit ax = b. Dann
gilt (a) N(x;) = N(ax;) = (b), weshalb ein y e N(x;) existiert mit ay = bund y < x;
(i el),d.h. ein y mit y = a * b. Und wir erhalten dual die Existenz eines z = b : a.

Hiernach beweisen wir

ASB=>B=AX=YA4 (3X,Y)

fiir den Bereich der Ideale aus S.
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Dazu starten wir mit 4 < (b). Dann folgt fiir jedes a; € A mit geeignetem c; die
Gleichung (a;) (¢;) = (b) und somit A (\(c;) = (b), also aus Griinden der Dualitit

Ac(b)=()=4X=Y.4 (3X,Y).

Ist B nun beliebig und gilt A £ B, so haben wir fiir jedes b € B ein X, mit
(A (b)) X, = (b). Das implizieri weiter 4X, < B wegen ax = (a:b)((a:b)*
*a)x < (a:b)be B, so dah sich 4.NX, (beB) =(\(4.X,) = B ergibt. Das liefert
aus Griinden der Dualitit die aufgestellte Behauptung.

Somit ist S nach [11] zusétzlich kommutativ, und es gilt wegen der Distributivitit
also (iii). ANX{A.X;2 A.B)=A.B,

(i1i) = (ii). Im Blick auf 4.9 zeigen wir auch hier zunéchst, daBB mit der Idealhalb-
gruppe von S auch S selbst komplementar ist, was sich wie folgt ergibt:

Ist (a) = (b) = K, so muB K ein Hauptideal sein wegen b < ak mit ke K und
(kj < K. Somit ist S abgeschlossen beziiglich * und natiirlich auch beziiglich.

Sei nun K = A * 4B, (i eI). Dann ist K < B, (i eI), also auch K < B, und
damit A.K = N4B; = A.N\B, (i €I), woraus sich aus Griinden der Dualitdt die
Bedingung (b) ergibt.

SchlieBlich beweisen wir

(ii) = (1) Wie wir schon zeigten, ist S unter den Bedingungen von (ii) komple-
mentdr und kommutativ, und es gilt dariiber hinaus A € B= A4 i B.

Sei nun a; < a, < a; < ... eine aufsteigende Kette von Teilern von a mit a; =
= b, * a, also auch a; = (a; * a) * a. Dann haben wir a = a; (a; * a), und damit
auch (a) = (ay, ay,...)(a; *a) (iel). Es ist aber (a;*a)*a = a;, weshalb es
ein letztes a, geben muB, da sonst der Widerspruch (ay, a,, ...) ((a; * a) (i € I) # (a)
eintriate. Daher gilt die aufsteigende Teilerkettenbedingung unter den Elementen
der Form b; * a. ‘

Hieraus folgt dann auch die absteigende Teilerkettenbedingung beziiglich > mit
a>b:=3c:b=c#*a. Denn wegen d *(c *a) = dc * g ist > transitiv, und der
- Leser macht sich leicht klar, daB jeder streng absteigenden Kette a > a; > a, > ...
eine streng aufsteigende Kette von Komplementen in a entspricht. Somit ist S
komplementdr mit absteigender Teilerkettenbedingung beziiglich >, also faktoriell
nach [7]. O

Wir variieren nun die Voraussetzungen unseres Satzes. Dies fiihrt zu den weiteren
Resultaten:

4.6. Korollar. Ist G eine Verbandsgruppe, so sind die Aussagen dquivalent:
(i) G ist faktoriell.

(ii) Jedes beschrdnkie Ideal von G* ist Hauptideal.

(iii) Jeder Filter von G* ist Hauptfilter.

(iv) Sind A und B Ideale von G*, so gilt:

ASB=B=AX=YA (3X,7).
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(v) Sind A und B Filter von G*, so gilt:
A2B=>B=AX=YA4 (3X,Y).")

Beweis. Ist G faktoriell, so erfiillen die Teilmengen eines jeden positiven a sowohl
_die aufsteigende als auch die absteigende Kettenbedingung, so daB wir fast unmittel-

bar (i) = (ii) & (iii) & (iv) & (v) erhalten.

Weiter haben wir (i) < (iii), da sich die aufsteigende und die absteigende Ketten-
bedingung fiir Hauptideale gegenseitig bedingen.

Bleibt also zu zeigen, daB aus (iv) die Bedingung (ii) resultiert und aus (v) die Be-
dingung (iii), was exemplarisch mittels (iv) = (ii) gezeigt sei:

Ist A g (b), so existiert ein X mit A.X = (b}, also auch ein Paar a, x mit ax = b
und a € A, x € X. Das bedeutet aber weiter sax = b fiir alle sa € 4, so dall wegen
der Kiirzbarkeit s = 1 und damit 4 = (a) resultiert, q.e.d. O

4.7. Korollar. Ist V ein distributiver Verband, so sind die Aussagen dquivalent:
(i) Vist faktoriell.

(ii) Der Idealverband von V ist (\-distributiv.

(iii) Der Idealverband von V ist komplementdr.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Ubertragung von 4.5 auf Holoide. Hierzu
geben wir zundchst eine Verallgemeinerung des Verbandsideals.

4.8. Definition. Sei H ein Holoid. Dann bezeichnen wir mit V(ay, ..., q,) die
Menge aller gemeinsamen Vielfachen von ay, ..., a, und wir bezeichnen als h-Ideal
(Holoid-Ideal) jedes nicht leere A = H mit

x < Way,..sa,)(ay,...,a,e A)=>x€eA.

Offenbar ist {1} ein h-Ideal und auch H. Insbesondere ist demnach mit jeder
Familie von h-Idealen auch deren Durchschnitt ein h-Ideal.

Ist H ecine Teilbarkteishalbgruppe oder eine komplementidre Halbgruppe, so
stimmen die h-Ideale mit den Halbverbandsidealen iiberein, so daB3 der h-Idezl-
bereich abgeschlossen ist beziiglich der Komplexmultiplikation. Dies mul} so nicht
gelten in Holoiden. Daher sind wir gezwungen mit einer dufleren Operation zu arbei-
ten, wobei wir uns fiir die Festsetzung 4. B:= {x | x < ab. a € A, b € B} entscheiden.
Dies liefert eine Moglichkeit der Ubertragung von 4.1 auf Holoide.

4.9. Theorem. Sei S ein Holoid. Dann sind die Aussagen dquivalent:
(i) Jedes a e H besitzt eine Vollprimfaktordarstellung, kurz: H ist faktoriell.
(it) Sind A, B; (ie€l) h-Ideale aus H, so gilt das Distributivgesetz A (\B; =
= \(4B) (iel). »
(iii) Sind A, B zwei h-Ideale, so gibt es engste h-Ideale X, Y mit A.X 2 B and
Y.A 2 B.
Beweis. Aufgrund der Definition von A. B1af3t sich der Beweis zu 4.5 iibernehmen.

O

1) DaB die Bedingungen (iv) bzw. (v) i.e. nicht geniigen, zeigt der distributive Verband (mit 0).

542



Literaturverzeichnis

[11 Amemiya,l.: A general spectral theory in semi-ordered linear spaces. J. Fac. Sci. Hokka. Uni.
12 (1953), 111—156.
[2] Baker,K. A.: Topological methods in the algebraic theory of vector lattices. Thesis, Harvard
University 1966.
[3] Bigard, A.: Groupes archimédiens aet hyper-archimédiens. Seminaire Dubreil-Pisot (1967 —
—1968), No. 2.
[4] Bigard, A.: Contribution a la théorie des groupes réticulés. These sc. math., Paris 1969.
[51 Bigard, A., Conrad, P. F., Wolfenstein, S.: Compactly generated lattice-ordered groups.
Math. Z. (1968), 201—211.
[6] Bigard, A., Keimel, K., Wolfenstein, S.: Groupes et Anneaux Réticulés. Springer. Berlin—
Heidelberg—- New York 1977. )
[71 Bosbach, B.: Komplementire Halbgruppen, Axiomatik und Arithmetik. Fund. Math.
LXIV (1969), 257—287.
[8] Bosbach, B.: Schwache Teilbarkeitshalbgruppen. Semig. For. /2 (1976), 119—135.
[91 Bosbach, B.: Zur Theorie der stetigen Teilbarkeitshalbgruppen. Semig. For. 20 (1980),
299—317.
[10] Bosbach, B.: Archimedische Teilbarkeitshalbgruppen und Quaderalgebren. Semig. For. 20
(1980), 319—334.
[11] Bosbach, B.: Zur Theorie der vollstindigen Teilbarkeitshalbgruppen. Semig. For. 25 (1982),
111—124.
[12]1 Bosbach, B.: Lattice ordered binary systems. Act. Sc. Math. (to appear).
[13] Clifford, A. H.: Naturally totally ordered commutative semigroups. Amer. J. Math. 76
(1954), 631— 646.
[14] Conrad, P. F.: Epi-archimedean groups. Czech. Math. J. 24 (1974), 1—27.
[15] Holder, O.: Die Axiome der Quantitit und die Lehre vom MaB. Ber. Verh. Sidchs. Ges.
Wiss. Leipzig, Math.-Phys. Cl. 53 (1901), 1—64.
[16] Luxemburg, W., Moore, L.: Archimedean quotient Riesz spaces. Duke Math. J. 34 (1967),
725—1739.
[17] Pedersen, F.: Contribution to the theory of regular subgroups and prime subgroups of
lattice-ordered groups. Dissertation, Tulane University 1967.
[18] Wolfenstein, S.: Representations d’une classe de groupes archimédiens, J. Alg. 42 (1976),
199—207.
[19] Zannen, A.: MR 651. Math. Reviews 36 (1968), 142—143.

Anschrift des Verfassers: GhK - Universitiat des Landes Hessen, 3500 Kassel, B.R.D.

543



		webmaster@dml.cz
	2020-07-03T07:01:34+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




