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(Eingegangen am 17. Dezember 1975)

1. EINLEITUNG

Fiir torsionsfreie abelsche Gruppen des Ranges 2, gegeben durch spezielle Inva-
rianten [3; 5], wird ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir vollstindige
Zerlegbarkeit angegeben. Die Frage der praktisch-rechnerischen Nachpriifbarkeit
der vollstindigen Zerlegbarkeit mit Hilfe dieses Kriteriums wird in [4] behandelt.

Die Notationen von Fuchs [2] werden verwendet.

2. CHARAKTERISTIKEN

Fiir p-adische Zahlen r wird die Ordnung 0,(r), definiert durch p~%®re Q}
Einheit, verwendet. Sei weiter fiir eine p-adische Zahl r, sofern 0,(r) = 0 ist, r® die
(n — 1)-te Partialsumme der p-adischen Standardentwicklung; fiir 0,(r) < 0 sei r™
genau diejenige Partialsumme 7 von r, fiir die gilt: (F~*)™ = (r~*)® bzw. 7 := o0.
Speziell soll gelten: +® := 0, r* := r und 0™ := oo fiir natiirliches n > 0.

Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe G des Ranges 2 mit den unabhéngigen
Elementen u, v gilt bei Verwendung der Bezeichnungen und Sétze von [2; § 93] fiirden
Q;-Modul J, ® G:

J, ® G|Qru @ Qv = Z(p™) ® Z(p") mit 0<m,<n, < o,
und mit der abkiirzenden Bezeichnung Ry(m) := p~"@; bzw. R,(c0):= K gilt:
J, ® G = Ry(m,) (a,u + B,0) ® Ry(n,) (v,u + 6,),

wobei oy, B, 7,» 6, € @ p-adische ganze Zahlen sind mit «,5, — B,y, Einheit.
Die Gruppe G wird dann bzgl. der Basis u, v durch genau eine ,,Charakteristik*
M := {m,, n,, m,| p Primzahl} beschrieben mit 7, := (3,5, )" ™ e K} U {00},
und man schreibt G = <u; v | M. S
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3. ZERLEGBARKEIT

An der Charakteristik M, die eine Gruppe G = (u, v l M’ beschreibt 148t sich die
vollstandige Zerlegbarkeit der Gruppe G ablesen.

Satz. Die Charakteristik M = {m,, n,; n, | p Primzahl} beschreibt genau dann
eine vollstindig zerlegbare torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges 2, wenn es
rationale Zahlen r = a/b und s = c/d gibt, evtl. 0, mit ganzen Zahlen a, b, c, d
und a prim zu b, ¢ prim zu d, ad — bc * 0, so daf:

0 (ad — bc) £ n, — m, fir m,< oo
und entweder m, = r"»~"" oder m, = s"* ")
Es gilt dann mit den reinen Hiillen
G = {au + bv), ® {cu + dv)y ;
fiir {h, | p Primzahl} e t(au + bv) und {k, | p Primzahl} e t(cu + dv) weiter:

— — - — p(np—mp) — —
h,=m,, k,=n, fir n,=r" bzw. h,=n,, k,=m,

fir m, = s

Zum Beweis nimmt man G = <u’, v' | M’y mit M’ = {my, n,; 7, | p Primzahl}
in zerlegter Form an, d. h. 7, = 0 oder 7, = oo fiir alle Primzahlen p, und beschreibt
G bzgl. der neuen Basis

uim ! —U{u’~1—)v' , vi= ! (—Eu’+gv’
ad — bc \x z ad — be\ x z

mit rationalen Zahlen x und z ungleich 0 und ganzen Zahlen a, b, ¢, d wie im Satz;
wobei u und v genau dann wieder in G liegen, wenn fiir alle Primzahlen p gilt [3;
Lemma 2]:

m, — 0,(x), n,— 0,z) = 0,(ad — bc).

Durch Variation der Parameter x, z, a, b, ¢, d erhilt man alle Paare u, v unabhangi-
ger Elemente von G.

Beziiglich der neuen Basen u, v von G wird G nach [3; Lemma 3] durch die im Satz
angegebenen Charakteristiken M beschrieben wie man rechnerisch bestitigt.

Ist G = (u,v | M> vollstandig zerlegbar, dann ist M aus der zerlegten Charakte-
ristik M’ bzgl. der Basis u’, v’ von G durch den Ubergang auf die Basis u, v entstan-
den, eine neue Basis von G ist:

u'i=au +bv=xu, vVi=cu' +dv =1zv.

Offensichtlich ist G = (xu) 4, @ {zv)y = {Ud, @ {vDy. Also ist G bzgl. der neuen
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Basis u”, v” direkt zerlegt. Die rechnerische Durchfiihrung der Riicktransformation
nach [3; Lemma 3] liefert die behaupteten Typen der rationalen Summanden.

Korollar. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges 2 mit Charakteristik
M = {m,, n,; n,| p Primzahl} ist direkt unzerlegbar, wenn

(1) fiir eine Primzahl p die p-adische Zahl n, irrational ist, insbesondere ist dann
m, + n, = ©;

oder

() |{, | p Primzahl, =, rational, m, + n, = o}| > 2.

Wie dieses bekannte Ergebnis [2; § 88] Bt sich auch [2; 88.3] leicht aus dem Satz
folgern. Die Gruppen des Korollars enthalten dariiberhinaus auch keine vollstindig

zerlegbaren Untergruppen von endlichem Index, sind also stark unzerlegbar, vgl.
[5; 10.3].
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