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DIE KENNZEICHNUNG
DER BESCHRANKTEN BROUWERSCHEN VERBANDE

TiBor KATRINAK, Bratislava

(Eingegangen am 15. Marz 1971)

Alle pseudokomplementaren Strukturen — von den distributiven pseudokomple-
mentdren Halbverbanden beginnend bis hin zu den beschrénkten relativ Stoneschen
Verbanden — lassen eine Tripelcharakterisierung im Sinne der Arbeit [3] zu. Die
distributiven pseudokomplementéaren Verbande sind mit Hilfe einer anderen Methode
in [4] konstruiert worden. Das Gleiche tun wir hier auch fiir die beschrénkten Brou-
werschen Verbénde (s. Satz 3). Die beschrinkten Brouwerschen Halbverbande waren
frisher in [5] gekennzeichnet worden. Wie aus einem Beispiel in -[5] hervorgeht,
braucht ein beschrinkter Brouwerscher Halbverband, dessen Filter der dichten
Elemente ein Brouwerscher Verband ist, kein Brouwerscher Verband zu sein. Wann
dies besteht, besagt uns Satz 2. Alle angefiihrten Ergebnisse stiitzen sich auf Satz I,
der diejenigen distributiven pseudokomplementdren Verbande beschreibt, die einen
Brouwerschen Verband bilden.

1. VORBEREITENDE BEMERKUNGEN

Was die Bezeichnung und Terminologie betrifft, werden wir uns am meisten an der
Arbeit [3] halten. Wir geben doch einige Begriffe wieder.

Ein Halbverband (L, ") (ferner nur kurz mit L bezeichnet) heisst distributiv,
falls aus t = x n y die Existenz von Elementen x; = x und y, = y derart, folgt,
dasst = x; Ny, gilt.

Eine nichtleere Teilmenge J eines Halbverbandes L heisst ein Filter, wenn aus
y = x und x € J stets y € J folgt, und x, y € J die Beziechung x n y € J nach sich
zieht. Es ist leicht zu sehen, dass fiir a € L die Menge [a) = {x € L; x = a} einen
Filter bildet, den wir einen Hauptfilter nennen werden. F(L) wird die Gesamtheit
aller Filter von L bezeichnen, die beziiglich der mengentheoretischen Inklusion halb-
geordnet ist. Falls der Halbverband L ein grosstes Element 1 enthélt, dann bildet
F(L) einen Verband, wobei fiir J,, J, € F(L) J, n J, der mengentheoretische Durch-
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schnitt von J; und J, ist. Setzt man noch die Distributivitit von L voraus, dann
gilt (s. [2])

(1 JyuJ,={teL;t=xny xeJ, und yeJ,}.

Wie aus dem folgenden Satz hervorgeht, stellen die distributiven Halbverbédnde eine
Verallgemeinerung von distributiven Verbanden dar.

1.1. (s. [2]) Ein Halbverband List genau dann distributiv, wenn der Filterverband
F(L) distributiv ist.

Durch einen Filter J eines distributiven Halbverbandes L kann man eine Kon-
gruenzrelation @(J) in L erkléren:

(2) x = y(©(J)) genau dann, wenn es ein ve J gibt, so dass x " v =y N gilt.

©(J) ist offenbar die kleinste Kongruenzrelation in L, die J als Kern enthilt.

Ein Filter J eines distributiven Halbverbandes L mit 1 heisst comonomial, wenn
jede ©(J)-Klasse ein grosstes Element besitzt. [a] © wird die Element a enthaltende
O-Klasse bedeuten.

1.2. Es seien L ein distributiver Halbverband mit 1 und J,, J, zwei Filter von L.
Es gelte J, U J, = Lund J, n J, = [d) fiir ein d € L. Dann bildet

(3) ¢ :x—[x]6(J,)

den Teilhalbverband Ly = {x € J,; x < d} isomorph auf den Faktorhalbverband
L/6(J,) ab.

Beweis. Bekanntlich gilt (x N y) ¢ = x@ N yp. Angenommen x¢ = y¢ (x, y €
€ L,). Daher ergibt sich nach (2) x nv = y n v fiir ein v e J;. Der Distributivitit
wegen gibt es Elemente x; =2 x und v, = v mit y = x; n v;. Folglich ist x, =
= x(©(J,)), was mit x = x; N w fiir ein we J; dquivalent ist. Wegen x, y € L, ist
w,v; = d, was y = x; nd = x liefert. Also ¢ ist injektiv.

Es sei [1] ©(J,) ein beliebiges Element von L/@/J,). Es gibt zwei Elemente t, € J,
und t,e J, mitt = t; N t,. Wegend = 1(0(J,))istt = t, 0 d(O(J,))und 1, N d e
€ L,. Somit ist (1, 0 d) ¢ = [1] ©(J,) gezeigt, was noch zu beweisen war.

Wir erwihnen noch einige Begriffe. Gibt es fiir zwei Elemente a und b eines Halb-
verbandes Lein Element ¢ = a,b € L mit der Eigenschaft

(4) anx <b genau dann, wenn x < aub,

dann ist a,b in L eindeutig bestimmt und heisst ein Relativpseudokomplement.
Wenn es fiir je zwei Elemente a, b € L das Relativpseudokomplement a,b in Lgibt,
dann heisst L ein Brouwerscher Halbverband. Ein Halbverband L mit O, der fiir
alle a € L Elemente a,0 besitzt, wird pseudokomplementdr genannt. a,0 wird kurz
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mit a* bezeichnet. Brouwersche und pseudokomplementire Halbverbinde besitzen
stets 1.

Einem pseudokomplementiaren Halbverband L ordnet man zwei wichtige Teil-
mengen zu: B(L) = {xeL; x = x**} und D(L) = {xeL; x* = 0}. B(L) bildet
beziiglich der induzierten Halbordnung von Leine Boolesche Algebra <B(L), A, V,
’,0, 1), wobei a A b =an b und a* = a’ fiir a, be B(L) gilt. D(L) stellt einen
Filter von Ldar, den Filter der dichten Elemente von L.

1.3. Fiir jedes Element x eines distributiven pseudokomplementdren Halbverban-
des L gibt es ein Element d € D(L) derart, dass

Q) x=x**nd
gilt.
1.4. Ein Brouwerscher Halbverband ist distributiv.

Beide Sétze findet man ir: [3, 2.4 und 2.7].

2. BROUWERSCHE HALBVERBANDE MIT 0

2.1. Seien J; und J, Filter von einem Brouwerschen Halbverband L. Es gelte
JyulJy,=Lund JynJ, =[d) fiir ein de L. Dann sind die beiden Filter J,
und J, comonomial. Ferner ist dyt fiir t € J, das grdsste Element in der Klasse
[1]6(J,).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass z. B. J; ein comonomialer Filter ist. Sei p € L.
Wegen J;, u J, = L gibt es zwei Elemente g€ J, und teJ, derart, dass p =
= q n t gilt. Daher ergibt sich p = #(O(J,)). de J, undd n t = d  (dyt) impliziert
t = d,t(©(J,)). Angenommen, dass r = p(©(J,)) fir ein re L gilt. Folglich ist
r = d,t(©(J,)). Demnach gibt es ein w € J, mit

raw=(dg)nw.
Der Distributivitat von L wegen gibt es wiederum Elemente v = w und r; = r mit
det=r;nv.

Daraus folgt r, = d,t und r, = d4t(0(J,)). Ferner t < dyt < v, teJ,und w < v
liefert uns v = d. Weiterhin gilt :

dor,=dn(vnr)=dndg=t.

Daher ergibt sich r < r; < dst. Damit haben wir bewiesen, dass dyt das grosste
Element in der Klasse [p] @(J1) = [t] ©(Jy) ist.
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Es sei Lein distributiver pseudokomplementirer Halbverband. Bezeichne a¥* =
= {x e D(L); x = a} fiir a € B(L). Es ist klar, dass a¥" ein Filter von D(L) mit

a?l v a*Pt = 0¥t = D(L)

ist (s. [3]).

2.2. Es sei L ein distributiver pseudokomplementdirer Halbverband, wobei der
Filter D(L) der dichten Elemente von L einen Brouwerschen Halbverband bildet.
Es sei noch a¥" n a*¥* fiir jedes a € B(L) ein Haupffilter in D(L). Dann stellt L
einen Brouwerschen Halbverband (mit 0) dar.

Beweis. Wegen der Voraussetzung und a¥* U a*¥" = D(L)(a € B(L)) bildet a¥'*
nach 2.1 einen comonomialen Filter in D(L) fiir alle a € B(L). Unsere Behauptung
folgt nun aus [3, 4.2 und Satz 5.9].

Satz 1. Es sei L ein distributiver pseudokomplementdrer Verband. L ist genau
dann brouwersch, wenn D(L) ein Brouwerscher Verband ist.

Beweis folgt aus 2.2. Wir bringen noch einen anderen, konstruktiven Bewzis. Es
ist zu zeigen, dass fiir alle x, y € L X,y in L existiert.
Fall 1. x € L, y = a € B(L). Wir zeigen, dass x,a € B(L) und

(2.1) x4a = x* v a = (x* U a)**
gilt. Bekanntlich ist x** > x und x** e B(L). Demzufolge gilt
xn(x*va)Sx*n(x*va)=x*nx*)v (x*na)<La.
Umgekehrt, sei x n z < a fiir ein z € L. Wegen
(xnz) S(xnz)** =x** nz** <a** =q

(s. [3, 2.3]) gilt dann z < z** < x* v a, weil x** z** und a in der Booleschen
Algebra B(L) liegen. Damit haben wir (2.1) nachgewiesen.

Fall 2. x = a und ae B(L), y = d und d € D(L). x,y existiert, liegt in D(L) und
gilt
(2.2) asd = (a U a¥),(a* U d).

Wegen auva*, a*ude D(L) und der Annahme nach existiert das Element
(a U a*),(a* U d) in D(L). Offensichtlich

anf(ava*)(a*vd)]=an(ava*)n[(ava*)la*vd)] =
San(a*vd)=and<d.
Es sei fiir te D(L)a nt £ d. Demzufolge

(@annua*=(ava*)n(tua*) £a*ud.
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Daraus ergibt sich t < a* Ut £ (a U a*)y(a* U d). Falls anz < d fiir ein ze L
ist, dann gilt fiir £ := z U (a U a*)x(a* U d) € D(L) auch a n t < d, woraus schon
z £t £ (a U a*)y(a* U d) folgt. Damit ist (2.2) bewiesen.

Angenommen, dass die Elemente x,y und x,z in L existieren (x, y, z € L). Wir
zeigen, dass auch das Element x,(y N z) in L existiert und gilt

(23) %y 0 2) = (x23) 0 (502)

Offensichtlich x N (x4)) N (Xx2) S ynz.xnt £ ynz (teL)impliziert x nt < y
und x Nt £ z, woraus schon t < (x4y) N (x,z) folgt. (2.3) ist nachgewiesen.

Schliesslich nehmen wir an, dass das Element x,(y«z) in Lexistiert. Dann existiert
in L auch (x n y),z und gilt

(24) (x N ez = x*()’*z) .

Offenbar (x 0 y) N [xx(yx2)] = y 0 [x 0 x4(y42)] £ ¥y 0 (y42z) < z. Sei fiir te L
(x ny)nt £ z. Daraus ergibt sich x nt £ y,z und folglich auch t < x*(y*z).
(2.4) ist bewiesen.

Nun kénnen wir die bisherigen Resultate zusammenfassen. Seien x, y € L. Es gibt
nach 1.3 Elemente d,,d, e D(L) derart, dass x = x** nd; und y = y**nd,
gelten wird. Wegen (2.2) existiert das Element x4d, in L und gilt x};*(d,«d,) =
= (x** N d,)4d; = x4d; (s. (2.4)). Das Element x,y** existiert auch in L(s. (2.1)).
Mithin existiert x,y in L(s. (2.3)) und gilt

Xy = (X20**) 0 (x4dy) = (x* v y**) N x**,(d4d,) =
= (x* v y**) A [(x** U x*)(x* U (dy4d)))] -

In [5] wurde anhand eines Beispieles gezeigt, dass es Brouwersche Halbverbinde L
mit 0 und mit einem Brouwerschen Verband D(L) gibt, die keinesfalls Verbande zu
sein brauchen. Dazu sagt uns der folgende Satz

Satz 2. Es sei L ein Brouwerscher Halbverband mit 0, wobei der Filter der dichten
Elemente D(L) einen Verband bildet. L ist genau dann ein Brouwerscher Verband,
wenn fiir alle a € B(L) a¥" n a*¥" einen Hauptfilter von D(L) darstellt.

Beweis. Die notwendige Bedingung folgt aus [a U a*) = a¥" n a*¥". Die
hinreichende Bedingung ergibt sich aus [3, Satz 5.12] und Satz 1.

3. TRIPELCHARAKTERISIERUNG DER BROUWERSCHEN VERBANDE MIT 0

Die Teilmengen B(L), D(L) und die Abbildung ¥* von B(L) in den Filterverband

F(D(L)) ist von der grundlegenden Bedeutung fiir die distributiven pseudokomple-
mentiren und Brouwerschen (Halb-) Verbinde, wie aus [3], [4] und [5] zu ent-
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nehmen ist. Die erste Kennzeichnung der Brouwerschen Halbverbidnde mit O in
dieser Richtung ist in [5] unternommen worden. In [3] ist dies ganz allgemein fiir
verschiedene Strukturen besprochen. In [4] ist eine andere Methode zur Konstruie-
rung der distributiven pseudokomplementiren Verbande entwickelt worden. Wir
mochten hier noch in dieser Richtung einen Beitrag fiir die Brouwerschen Verbande
mit 0 leisten. Zuerst einige Begriffe und Resultate aus [4].

Seien B = (B, v, A,’,0,1> ein Boolescher Verband, D = (D, U, N, 4 1) ein
Brouwerscher Verband und @ ein (e, U)-Homomorphismus von B in F(D) (d. h.
00 =[1), 16 = D, (x v y)® = x® U y®). Ein Tripel <B, D, ®) wird ein b-Tripel
heissen, wenn fiir alle a € B a® n a’® ein Hauptfilter ist. Es ist leicht zu sehen, dass
im Falle eines Brouwerschen Verbandes Lmit 0 (B(L), D(L), ®") fiir a®” := a*¥*
(a € B(L)) ein b-Tripel bildet.

Fiir ein b-Tripel (B, D, ®> und a € B bezeichne d, € D das Element, das durch

[d) =a®nad
bestimmt ist. Ferner bildet fiir ein d € D und a € B
[d) N a®
einen Hauptfilter von D. Es bezeichne dp, das erzeugende Element dieses Hauptfilters.
(Es gilt namlich [d, U d) = ([d) n a®) n ([d) na’®) und ([d) nad)u ([d)n

A a'®) = [d). Beide Filter sind dann Hauptfilter (s. [3, 1.9]).) Ferner bezeichne noch
D, = {xea®; x < d,} (acB).

Satz 3. Es sei {B, D, ®) ein b-Tripel. Bezeichne L die Gesamtheit aller Paare
{a,d> mit a € Bund d € D,. Dann ist die Menge L durch

(3.1 {(a,d)> £ (b, e> genau dann, wenn a < b und d < eg,

halbgeordnet. Beziiglich dieser Halbordnung bildet L einen Brouwerschen Verband
mit 0, wobei fiir x = {a,d)y, y = {(b,e)eL

(3.2) xny=<anb,(dne)g, .,

(3.3) xuy={<avb, (dg, ne)u(eg, nd)y,
(34) x* =L, d, ),

(3.5) 0,1y < x < /1,1

und

(3.6) xyy = <a’ v b, dy(eg,) nd, >

in L gilt.
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Beweis. Nach [4, 4.3] bildet die Menge Leinen distributiven pseudokomplementi-
ren Verband, in dem die Beziehungen (3.1)—(3.5) gelten. Ferner gilt nach [4, Satz 2]
B(L) = {<a,dyeL; d = d,, aeB},
D(L) = {{l,dyeL; de D} und <a,d,y ®" = {{l,d>eL; dead}.
Daher folgt B(L) ~ B und D(L) ~ D. Also D(L) bildet sogar einen Brouwerschen
Verband. Nach Satz 1 ist L ein Brouwerscher Verband mit 1. Es bleibt noch zu zeigen,

dass die Operation des Relativpseudokomplementes in L durch (3.6) gegeben ist.
Zuerst betrachten wir zwei Spezialfalle:

Fall 1. x = {a,dyeL, y = {1,e) e D(L). Es ist x,y = {1, dy(eg,)> zu zeigen.
Wegen (3.1) und (3.2) gilt
{a, dy 0 <1, dy(e0,)> = <a,(d N eg,) 0, = {a,d neg,y < <1, e).
Angenommen, dass {a, d) n {c, /) £ {1, e) fiir ein {c, f) € List. Wegen der Distri-
butivitat von L gilt
(a,dy n({e, fYull,ep) =<a,dy n{l,eu(eo. Nf)) =
={a,(dne)g,u(dnfneg)ey £l e.

Die letzte Beziehung ist nach (3.1) mit

d nfgn n ch’Qa é eQa
und dies schliesslich mit

foa 0 €00 < dy(es)
dquivalent. Setzen wir nun t, := fo, U (dy(eg,)) und t;:= eg.o. U (dx(e0s))-
Daher ergibt sich t; N t, = dy(eo,). Setzt man ferner p; := (dy(eg,)) o, und p, :=
:= (dy(eg,)) 0. dann gilt

P10 Py = dyfec,) -
Wegen fo, € ¢® ist p, < t,. Analog wegen eg,0, € ¢'® gilt p, < 1,. eg, < dy(eo,)
impliziert eg,0. = (d*(ega)) 0., Woraus schon p, = t, folgt. Offenbar ist p, e c'®
und p, € ¢®. Ferner gilt p; = t,(0(c'®)). Nach 2.1 ist d.«p; das grésste Element in
der Klasse [p,] ©(c'®P)). Daher ergibt sich
tl é dc*pl .

Folglich ist
fEdep -

Wegen f < d, gilt
fgd.ap  £p = (d*(eg,,)) Qc -
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Die letzte Beziehung mit (3'.]) liefert uns

e, f> = <1, dy(eea) -

Fall 2. x = {a,dy €L, y = {b, d,y € B(L). Lstellt einen Brouwerschen Verband
mit 0 dar. Im Beweis von Satz 1 (s. (2.1)) haben wir gezeigt

xgy = (x* U y)F*.
Wegen (3.3) und (3.4) erhélt man
xxy = (&', dp> U (b, dp)** =<a' v b, dy )
Betrachten wir nun ganz allgemein x = <{a, d) und y = (b, e¢) aus L. Offenbar

gilt y = <b, d,> N <1, e). Daher erhilt man (s. (2.3))

x4y = £a, d4(<b, dyy N <1, e)) = <a, dy4<b, dy) N

n <a1 d>*<1’ e> = <(1’ Vv b’ aa'vb) n <1’ d*(ega)> =

= <al Vv b’ (d*(eQa) n da'vb) Qa’vb> = <a, \4 b9 d*(eQa) N du’vb> >

weil e < dy(eg,) und e b® < (a’ v b) D gilt.
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