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VERALLGEMEINERTE GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN;
SYSTEME MIT IMPULSEN AUF FLACHEN I

STEFAN SCHWABIK, Praha

(Eingelangt am 19. Mai 1969)

1. EINLEITUNG UND GRUNDBEGRIFFE

Es sei E, der n-dimensionale euklidische Raum mit der Norm ”x]l =(Y x})"?
i=1

fiir x = (x,...,x,) € E,;; M < E, sei eine offene Menge in E, und sei G = M x
x Ey = {(x,1); xe M, te E}.

Weiter soll h(t) eine stetige, nichtfallende auf E, definierte reelle Funktion
bedeuten und ¢(x) sei eine auf M definierte Funktion deren Werte in E, liegen und
die Lipschitzbedingung mit der Konstante L geniigt d. h. es gilt

(1,1) lo(x) — o(y)] < L|x — y|| fiir x,yeM.

Sei noch <D(x) eine Abbildung von M in den Raum E,, welche in der Menge M
stetig ist.

Ferner werden die Funktionen h, ¢, ® auch mit einem Index versehen auftreten.
Es wird dabei vorausgesetzt, dass diese Funktionen den obigen Bedingungen geniligen.
Die Funktion ¢ und die Abbildung @ werden weiterhin immer gemeinsam auf-
treten.

Setzen wir noch voraus, dass

(V1) x + ®(x)eM firalle xeM

gilt. Die Voraussetzung (V 1) ist, wie es weiter zu sehen sein wird, nicht wesentlich,
sie sichert nur die Anwendbarkeit des lokalen Existenzsatzes fiir alle in G liegenden
Ausgangspunkte fiir die ferner untersuchte verallgemeinerte Differentialgleichung.

Wir werden noch fordern, dass folgendes gilt:

(V2) Zujedem x €M gibt es ein o > 0 sodass, wenn ||y — x| < h(t) — h(¢(x)),
o(x) < t £ o(x) + o ist, dann ist @(y) * 1.
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Im Zusammenhang mit dieser letzten Voraussetzung deuten wir noch auf einige
Tatsachen hin. Wenn L = 0 ist, d. h. wenn ¢(x) = const. ist, dann ist die Vorausset-
zung (V2) automatisch erfiillt, nachdem dann ¢(y) = ¢(x) < ¢ ist und also auch
¢(y) * t sogar fiir alle y € M. Wenn man iiber die Funktion h voraussetzt, dass
|h(t,) = h(t,)] < K |t, — t,| ist fiir alle 1,,t, € E;, wobei K eine Konstante ist, fiir
welche die Ungleichung 0 < K < 1/Lmit der in (1, 1) auftretenden Konstante L gilt,
dann ist die Voraussetzung (V 2) ebenfals erfiillt, nachdem dann |h(f) — h(e(x))| <
< K|t — ¢(x)| ist und also gilt fiir jedes o > 0 wenn |y — x| £ h(1) — h(¢p(x)),
@(x) < t < ¢(x) + o ist die Ungleichung |o(y) — o(x)| < L]y — x| < LK(t —
— ¢(x)) < t — ¢(x) und demnach muss notwendig ¢(y) =+ ¢ sein.

Die eben angefiihrte Voraussetzung (V 2) wird zum Beweis des lokalen Existenz-
satzes fir die im weiteren betrachteten verallgemeinerten Differentialgleichungen
bendtigt. Wenn es bekannt ist, dass ¢(x + &(x)) & ¢(x) fiir alle x e M gilt, dann
kann die Voraussetzung (V 2) einfach weggelassen werden.

Fiir eine Abbildung F(x,t) welche E,,, in E, abbildet (F(x,?):E,., - E,)
bezeichne man A F(x, 1) = F(x, T + 6) — F(x, 1) und A} F(z,t) = F(z + y, t) —
— F (z, t) die Differenzen in den Variablen ¢ bzw. x.

In [2] bzw. [4] wurde eine Funktionenklasse #(G, h) von Funktionen F(x, 1) : G —
— E, folgenderweise gebildet:

Eine Funktion F(x, t) : G - E, gehort zu der Klasse #(G, h) wenn

(1,2) A" Fx, )] < [h(t2) — h(t)]
fir (x,7)eG, i = 1,2 und
(1,3) [ A% Fx, )] = ] - [(r2) = h(zs))

fir (x, 1), (x + y, 1) e G; i = 1, 2 gilt.

Wenn G, = E, x E, eine offene Menge ist, dann kann man eine Funktionenklasse
Z (G, h) folgenderweise definieren:

F(x, 1) : G, > E, gehort zu # (G, h) wenn F(x, t) die Ungleichung (1,2) fiir alle
(x,2;) € Gy, i =1, 2 und die Ungleichung (1,3) fiir alle (x,1;), (x + y, ;) € Gy, i =1, 2
erfiillt.

Offenbar gilt: Wenn G, = G ist, G, offen, dann wenn F(x, f) € #(G, h) ist, ist
auch F(x, t)e #(Gy, h).

Bezeichnen wir nun

(1,49 G ={(x,1); xeM, t < (p(x)} ,
G* ={(x,1); xeM, o(x) <1},
P ={(x,1); xeM, o(x) =1t}.

Offenbar ist G~ U G* U P = G. Der Graph P der Funktion ¢ gibt in der Menge G
eine Flache an, welche die Menge G teilt.
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Definieren wir nun fiir ¢ und @ eine Funktion F(x, ¢) : G — E, folgenderweise

(1,5) F(x,f)=0  fir (x,f)eG uUP,
F(x,1) = &(x) fir (x,7)eG*.

Die Funktion F(x, ?) ist fiir jedes feste x € M in der Variablen f von links stetig; es
gilt F(x, t+) — F(x, t) = 0 fiir ¢ & ¢(x) und F(x, o(x) +) — F(x, ¢(x)) = &(x).
Wir bestimmen nun eine weitere Funktionenklasse #(G, h, ¢, @):
Eine Funktion F(x,t): G — E, gehort genau dann zu der Klasse #(G, h, ¢, @)
wenn F(x, t) — F(x, t) e #(G, h) ist (F(x, 1) ist die Funktion von (1,5)) d. h.

(1,6) F(G, h, ¢, ) =
= {F(x,1) : G - E,; F(x,t) = F(x, 1) + F(x, 1), F(x, ) e #(G, h)} .

Nach (1,2) ist also fiir F(x, t) € #(G, h, ¢, @) die Gleichung F(x, t+) — F(x, 1) = 0
fiir ¢ # ¢(x) und die Gleichung F(x, ¢(x) +) — F(x, ¢(x)) = &(x) erfiillt. Fiir ein
festes x € M ist die Funktion F(x, t) € #(G, h, ¢, ®) in den Intervallen (— oo, ¢(x))
und (¢(x), + oo) stetig und hat fiir ¢ = ¢(x) eine Unstetigkeit, die die Funktion ®(x)
angibt.

Wir wollen in dieser Arbeit unser Interesse zu der verallgemeinerten Differential-
gleichung

(1,7) dx _ DF(x, f)
dt
wenden.

Der Begriff der Verallgemeinerung einer Differentialgleichung stammt von J.
KURZWEIL ab (siche [1] und eine Reihe von weiteren Arbeiten). Da werden wir uns
meistens auf die Arbeit [2] berufen. In [3] ist ein ausfiihrliches Verzeichniss der
Arbeiten gegeben, welche diesen Problemkreis beriihren. Es zeigt sich, dass fiir die
verallgemeinerte Differentialgleichung (1,7), bei passenden Voraussetzungen iiber
deren rechte Seite, Funktionen endlicher Variation als Lésungen zuldssig sind und
also koénnen die Losungen der Gleichung (1,7) auch unstetig sein. Man kann also mit
Hilfe des verallgemeinerten Differentialgleichungsbegriffes Systeme mit Impulsen
beschreiben. In [4] wurde der Fall untersucht, wenn auf das System Impulse in vor-
gegebenen Zeitpunkten einwirken. Da wird mit Hilfe der verallgemeinerten Gleichung
(1,7) der Fall untersucht, wo auf ein System Impulse einwirken, die nicht nur vom
Zeitpunkt sondern auch von der Lage abhangen. Es wird uns der Fall interessieren,
wo die Impulse auf der durch ¢(x) bestimmten Fliche P (siehe (1,4)) wirken und
deren Grosse die Funktion @(x) angibt. Wir zeigen, dass die verallgemeinerte
Gleichung (1,7) mit F(x, t) € (G, h, ¢, ®) die Eigenschaft hat, dass deren Losungen
in allen Zeitpunkten, in denen ¢ = ¢(x(?)) ist (x(¢) ist die Lésung der Gleichung (1,7)),
eine Unstetigkeit haben, deren Grosse durch den Wert ¢(x(7)) angegeben ist. Ebenso
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wenden wir uns dann dem Falle zu, wenn ein abzihlbares System von Flachen und
auf denen vorgegebene Impulse vorhanden sind.

2. DIE EXISTENZ DES INTEGRALES {72 DF(x(), t)

Sei —00 < 0, < 0, < +00. Sei x(r) eine auf {0y, o,) definierte Funktion deren
Werte in E, liegen; fiir € (o}, 0,) gelte (x(1), 7) € G. Bezeichnen wir

(2,1 N = {re {0y, 0,); (x(z), 7) € P} = {re <0y, 0,); @(x(7)) = 1}

und setzen voraus, dass die Menge N endlich ist.

Wir untersuchen zuerst das Integral [72 DF(x(c), 1), wo F(x, ) die Beziehung (1,5)
angibt. Nachdem die Menge N endlich ist, kann man offenbar das Intervall {o,, 6,)
derartig in Intervalle {&,, 6, zerlegen, dass in {7, 62) hochstens ein Punkt 7o e N
liegt. Nachdem das Integral Intervalladitiv ist (siche Satz 1, 3, 4 in [1]), geniigt es die
Existenz des Integrales [ DF(x(), f) zu zeigen, wo <&,, G,) hochstens einen Punkt
der Menge N enthilt. Setzen wir zuerst voraus, dass 7o € N ist d. h. (x(zo), 70) € P
und fiir 7€ {Gy, 6,), T = 7o ist (x(1), ©) € G~ U G*. Definieren wir in (&4, G,) eine
Funktion M (t) = 0 fiir 6, <t < 15, M,(t) = &;(x(z0)) fiir 7, < 7 £ 7,. Wenn
(x(to), t0) € G~ (bzw. (x(to), to) € G* )ist, dana gibt es ein 5(t,) > 0 sodass (x(t,), 1) €
€ G~ (bzw. (x(to), 1) € G¥) fiir 1, — 8(tp) < t < 1o + (1) gilt. Es existiert also fiir
jedes tq € {Gy, G, ein 8(t,) > 0O sodass

(t = to) [F(x(to), 1) = F(x(to), to)] = (t — 10) [M(t) — M (1o)]

fiir 1o — 6(t) < t <ty + &(t,) ist. Die Funktion M (1) ist also in (G,, G,) eine
Oberfunktion und zugleich auch eine Unterfunktion zu F(x(z), #) (siehe Definition
1,1,11in [1]). Vom Obigen folgt dass fiir jedes j = 1, ..., n das Integral (3> DF (x(7), t)
existiert und dem Wert M(G,) — M;(d,) = &(x(7,)) gleich ist (siehe Definitionen
1,1,2 und 1,1,4 in [1]). Es existiert also auch das Integral [7> DF(x(7), ) = ®(x(7,)
(siehe Definition 1,4,1 in [1], wo das Integral einer Vektorfunktion definiert ist).

Im Falle N =0 d. h. (x(r),7)e G~ U G" fir alle 1€ <oy, 0,) ist dann
{22 DF(x(x), 1) = 0.

Vom Obigen folgt nun sofort der

Hilfsatz 2,1. Sei —0 < 0y < 0, < +00, die Funktion x(7) : {6, 0,)> — E, sei
derartig, dass (x(7), t) € G fiir alle © € {04, 0, ist und sei die Menge N von (2,1)
endlich. Dann existiert das verallgemeinerte Integral (3> DF(x(7), 1) (F(x, t) ist in
(1,5) definiert) und es gilt

22) j " DF(x(e), 1) = Y ().

g1
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Bemerkung 2,1. In der Menge N von (2,1) muss der Punkt o, nicht in Betracht
genommen werden, nachdem die Funktion F(x, t) in t von links stetig ist und also
ist nach dem Satz 1,3,6 in [1]  lim [} DF(x(z), f) = [7> DF(x(z), f). Diese

—02,0€6{01,02
Tatsache wird auch weiter eine Réolle Z;ieleni

Setzen wir nun weiter voraus, dass fiir die Funktion x(7) : (g,, 6,)> = E, noch
folgendes gilt: Sei H(z) eine auf (g4, o,) definierte reelle von links stetige Funktion,
welche nichtfallend sei und die Funktion x(t) erfiille noch die Ungleichung

(2,3) Hx(rz) - x(r,)” < |H(x,) — H(x,)| firalle 7,,7,€<0y,0,).

Fiir eine gegebene Zahl & > 0 sei N(i, 04, 05, H) die Menge aller ¢ € {0y, 0, fiir
welche H(t+) — H(t) = lim H(t) — H(f) = & ist. Weiter sei noch A = A(¢, oy,
Tt +

o,, H) die Menge aller Teilungen {o, 7y, oy, ..., T, ,} des Intervalles (o, 0,> mit
folgenden Eigenschaften: '

Oy =0 STy S0 S .= 0 Sa,=0,, 0 <oy <..<O0,

wenn t; ¢ N(¢, 64, 05, H), dann sei H(x;) — H(x;—,) < &, wenn t; € N(&, 04, 05, H)
dann sei H(t;) — H(¢;—,) < & H(2;)) — H(t;+) < & und o; > 1;. In[4] Absatz 2.
wurde mit den Mitteln von [2] folgendes Ergebniss bewiesen:

Hilfsatz 2,2. Sei —o0 < ¢, < 6, < +0; x(7) : {0y, 6,> = E, sei eine Funktion,
fiir die (x(z), 7)€ G fiir 1€ {ay, 0,y ist und welche (2,3) erfiillt. Wenn F(x,1)e
€ #(G, h) ist, dann existiert das Integral (3> DF(x(x), 1). Fiir ein beliebiges & > 0
und Teilung {og, Ty, oy, ..., Ty, 05} € A(E, 04, 0,5, H) gilt

(2.4) < {[h(o,) — h(oy) + H(o,) — H(oy)],

f " DE(x(x), 1) — ;A,.

1

wo A; = F(x(t), o) — F(x(r;), %;—,) wenn t,¢N(¢, 04,0, H) ist und A; =
= F(x(t;+), ;) — F(x(r;+), 7)) + F(x(r)), ;) — F(x(t,), 2~ y) wenn 1, € N(&, 04, 0,
H) ist. .

Nun ergibt sich schon der folgende

Satz 2,1. Sei —00 < 0, < 0, < +00; x(t) : {0y, 0,) — E, sei eine Funktion,
fiir die die Menge N von (2,1) endlich ist, die (2,3) erfiillt und fiir welche (x(z), 7) € G
fiir alle te{oy,0,) gilt. Wenn F(x,t)e #(G, h, ¢, ®) ist, dann existiert das
verallgemeinerte Integral (3> DF(x(7), t). Fiir ein beliebiges & > 0 und eine belie-
bige Teilung {ao, Ty, 4, ..., T,, 0} € A(E, 04, 05, H) gilt

(2.9)

| DR((). ) = L4 — ¥ 0(x0)| 2 elhoz) — W) + Hio) — He)],
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wobei A; = F(x(t)), «;) — F(x(r;), ;=) wenn 1,¢ N(&, 04,05, H) ist und A, =
= F(x(t;+), ;) — F(x(t;+), ;) + F(x(r)), ©)) — F(x(r;), o;—y) wenn 1, € N(&,,
0y, 05, H) ist; F(x, 1) = F(x, t) — F(x, 1), wo F(x, t) in (1,5) gegeben ist.

Beweis. Nachdem F(x, t) € #(G, h, ¢, ®) ist, ist die Funktion F(x, 1) = F(x, t) —
— F(x, {)e #(G, h), wo F(x, t) die Beziehungen (1,5) angeben. Die Existenz von
72 DF(x(t), t) folgt also unmittelbar von den Hilfsdtzen 2,1 und 2,2 und von der
Additivitit des verallgemeinerten Integrales (siehe Satz 1, 3, 2 in [1]) Die Unglei-
chung (2,5) kommt sofort von (2,4), wenn man bedenkt, dass

j :DF(x(r), ) - ¥ 0(x() = J " DF(x(2), 1) — j " DF(x(2), 1) = J " DRxte), 1)

a1 ay a1

Wir beweisen noch das folgende

Lemma 2,1. Sei F(x,t):G — E, eine Funktion sodass F(x,t) = F(x, 1) +
+ F*(x, 1), wobei F(x,t) in (1,5) gegeben ist und F*(x, t) erfiillt (1,2) (d. h.
”F*(x, 1)) — F*(x, t,)” < |h(ty) — h(ty)|, wenn (x, t,), (x, t,) € G). Sei weiter —oo <
<0, <0, < +0; (1) : <oy, 0,) = E,, (y(1), 7)€ G fiir e {oy,0,> und sei die
Menge N = {1 €0y, 0,), ¢(y(t)) = 1} endlich. Setzen wir noch voraus, dass das
Integral [7* DF(y(7), t) existiert. Dann gilt

(9 [ or06. - 5,000 5 e - e

Beweis: Dem Hilfsatz 2,1 nach existiert das Integral {72 DF(y(1), ) = Y ®(y(z))
eN

und nachdem F*(x, ) = F(x, 1) — F(x, 1) ist, existiert auch das Integral

{32 DF*(x(x), 1). Sei ¢ > 0O vorgegeben. Dem Satz 1,2,1 und dem Lemma 1,2,1

von [1] nach gibt es zu ¢ soeine Teilung {xg, 7y, %y, ..., 7y, o) des Intervalles

{o,0,0,dass 6;, =0 ST, S, S ... S, S0, =0, g <oy <..<o,Nc

< {1y, 73, ..., 7,} ist und die Ungleichung

[ 2P0 - £t 5 - P0G 0] <o
i= I

[3Y

gilt. Es ist also nach (1,2)

-

- 1‘| [oroen0 - [“or00

| "or6.0 - 3906

|
é ‘

+

J " DF*(y(x), 1)

.f GZDF *O(@), 1) - .Zjl[F (e, ) — FFO(T), 1)
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ST ) ~ PO, 2] =
<e +;Z‘l “F*(y(’ri), ) — F*(y(t}), oci_,)” <e +i‘;[h(oc,-) — h(o;—y)] =

= ¢ + h(o;) — h(o,).

Nachdem aber ¢ > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, gilt (2,6).

3. DIE VERALLGEMEINERTE DIFFERENTIALGLEICHUNG dx/dr = DF(x, t)
Wir geben zuerst nach [1] (siche Definition 2,1,1 in [1]) die folgende

Definition 3,1. Sei F(x,t): G — E,. Eine Funktion x(z): {o,, 06,) — E, nennen
wir Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung

(3.1) 4 _ pF(x, 1)
dt

im Intervall {oy,0,)> wenn (x(t),7)e G fiir 1€ {0y, 0,) ist und wenn fiir alle
03,04,0, S 03 <04 S0,

g3

(3.2) x(03) = (o) + r'pp(x(r), D

gilt.

Bemerkung 3,1. Der Sinn der Definition 3,1 bleibt unverdndert, wenn die Bezichung
(3,2) fiir alle o, € {0y, 0, gilt, wobei o3 € (g4, 0, fest gewidhlt ist. Dieses ist eine
unmittelbare Folgerung der Additivitit des verallgemeinerten Integrales- vgl. Satz
1,3,4in [1].

Wenn x(7) : {g,, 0,> — E, eine Losung der Gleichung (3,1) ist, wobei F(x, t)e
€ #(G, h, p, ) und wenn die Menge N = {t € {q,, 6,), ¢(x(r)) = 7} endlich ist,
dann ist, wenn man N[o3, 0,] = {03, 04) " N fiir 6, £ 05 < 0, £ 0, legt, nach
(2,6) (siche auch Bemerkung 2,1)

(33) Ix(o) = x(o3)| £ o) = o) + | 5 ats(2)].

Fiir ein beliebiges o, ¢ (a4, 0,) existiert ein & > 0 so, dass N[o3, 6,] = 0 fiir o5 €
€ {0, — 8, g, ist und also ist nach (3,3) Hx(a,,) — x(o, —)” = 0, wobei x(o,—) =
= lim x(r) d. h. die oben genannte Losung ist von links stetig in jedem Punkt des

104

Definitionsintervalles. Wenn o5 € (o, 02) — N ist, dann gibt es ein 6 > O derartig,
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dass fiir 63 < g, < 03 + & wieder N[ o3, 04] = 0 sein wird und also auch Hx(as +) —
— x(03)|| = 0 wobei x(63+) = lim x(z)ist. Ist aber o3 € N, dann existiert soein & > 0,

T=a3+

dass fiir alle 04,05 < 0, < 05 + & die Menge N[0, 0,] = {03} ist und nach
(2,6) ergibt sich dann |x(a,) — x(03) — &(x(03))| < h(os) — k(o) und der Stetig-
keit der Funktion h zufolge ist also

(3:4) x(o3+) = x(03) = ¥(x(03)) -

Es ist also zu sehen, dass die Losung x(7) der Gleichung (3,1) mit den obigen Eigen-
schaften von links stetig ist und nach (3,3) ist x(z) auch endlicher Variation.

Fiir (Xo, o) € G bezeichne man x; = Xo + F(xg, to+) — F(xo, t,). Nachdem
F(x, 1) e #(G, h, @, D) ist, ist offenbar F(xo, to+) — F(x,, o) = 0 wenn (x,, to) €
€ G~ U G* und F(xo, to+) — F(x, to) = ®(x,) wenn (x,, to) € P ist.

Sei nun (xo, to) € G. Wihle man weiter eine positive Zahl o, > 0 sodass (x, t) €
€G™ UGt ist sobald 1, < t < to + 0, und |x — x,|| £ h(z) — h(to) fiir t, < v <
<ty + 0, ist. Wir zeigen, dass soeine Zahl o, > 0 tatsichlich gewédhlt werden
kann. Nach der Voraussetzung (V 1) ist x; € M. Nachdem die Menge M offen ist,
gibt es ein g, > 0 sodass x e M von ”x — x1|| < 0, 0 < ¢ £ g, folgt. Es sind zwei
Fille moglich: entweder ist (x,, to) ¢ P oder ist (xy, fo) € P. Im ersten Fall ist
[@(x1) = to] = @5 > 0. Sei 0 < ¢ < min oy, 0,/2L) (List die Konstante von (1,1)).
Nach (1,1) ist dann fiir x€ E,, ||x — x| < ¢ die Ungleichung [p(x) — ¢(x,)| <
< L”x - x1|| < Lo < 0,2 erfiillt. Sei weiter ¢’ > 0 soeine Zahl, dass h(t, + ¢') —
— h(t,) < ¢ ist. Wenn man nun 0 < g, < min (¢’, ¢,/2) legt, dann ist es sofort zu
sehen, dass die Zahl o, > 0 die verlangten Eigenschaften hat. Fiir den zweiten Fall
d. h. fiir (x,, to) € P ist die Existenz vom o, > 0 durch die Voraussetzung (V 2)
gesichert.

Den lokalen Existenzsatz fiir eine Losung der verallgemeinerten Differential-
gleichung (3,1) beweisen wir in folgender Form:

Satz 3,1. Sei F(x, )€ Z(G, h, ¢, ®) und (xo, to). Dann kann man ein ¢ > 0 so
Jjinden, dass im Intervall {t,, ty + o) eine Lisung x(t) der Gleichung (3,1) 50
existiert, dass x(t,) = x, ist.

Bemerkung. Beim Beweis des Satzes 3,1 beniitzen wir den lokalen Existenzsatz von
J. Kurzweil von [2], der dieselbe Form wie unser Satz 3,1 hat, wobei aber man
voraussetzen muss, dass F(x, t) e #(G, h) ist.

Beweis des Satzes 3,1. Es ist F(x, t) = F(x, t) + F(x, t), wobei F(x, t) die Funk-
tion von (1,5) ist und F(x, f) € #(G, h). Sei o, > 0 die positive Zahl, deren Existenz
der lokale Existenzsatz von Kurzweil (vgl. [2]) fiir die verallgemeinerte Differential-
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gleichung dx/dt = DF(x, t) mit der Anfangsbedingung (x,, f,) sichert und sei %(t)
die Losung dieser Gleichung im Intervall {t,, t, + o> d. h. es gilt

n2
x(n,) = %(n,) +J DE(x(t), t) fiiralle 5y, 1 to S0y <My < to + 0y
n

Legen wir o = min (g,, ,), wobei 6, > 0 die Zahl ist, welche die vor dem Satz 3,1
beschriebenen Eigenschaften hat. Definieren wir fiir t € (t,, t, + o) eine Funktion
x(t) folgenderweise: x(t,) = x,, x(t) = X(7) fiir 7 € (t,, t, + o). Nach dem Lemma
2,1 gilt ||%(z) — x,| < h(z) — h(to) fiir alle T € <to, t, + o) und also ist der Voraus-
setzung nach (X(7), ©) e G~ U G* fiir T€(tg, to + o). Seinun 15 £y <My <ty +
+ 0. Setzen wir zuerst voraus, dass t, < 7, ist. Dann gilt offenbar [7* DF(x(7), 1) =
= [" DF(x(7), t) und nach dem Hilfsatz 2,1 auch [* DF(x(x), t) = [7* DF(x(z), f) =
= 0. Daher also ist

J”jDF(x(r), ) = j :DF(x(‘c), )+ j

n n

n

"DF(x(x). 1) =%(ns) — (1) = x(1) — x(11) .

Sei nun t, = n,. Nach dem Hilfsatz 2,1 ist [> DF(x(z), t) = x; — x, (offenbar ist
Xy — Xo = 0 wenn (X, to) ¢ P und x; — xo = ®(x,) wenn (xo, to) € P). Weiter gilt
fiir jedes & > 0 der Definition von x(r) nach

JMDF(x(r), ) — 'f " DE(%(x), 1) = J " DIRG(a), 1) — F(5(2), 1]
Der Ungleichung (1,3) zufolge ist
|l [F(x(@), 1) = F(x(), )] =
< [x() = @] - [(t2) = he)] = 1 = x| - [A(t2) = h(t1)] -
Daher und vom Lemma 2,1 in [4] ist so

f " DE(x(), 1) — J.MDF()?('c), B

to to

= ”x1 - xo“ - (h(to + ) — h(1o))

fiir jedes 6 > 0 und also (6 — 0+) ist
n2 . nz s _ _ _
J DF(x(z), 1) =J DE(x(7), 1) = X(n,) — X(to) = X(n2) — x; -
to to
Diese Gleichungen geben nun

j"IDF(x(T), f) = J’ n DF(x(x), 1) + sz DF(x(x), ) =

to to to

= f(ﬂz) — Xy + Xy — Xo = X(ﬂz) — xo = x(n3) — x(to) -
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Fiir alle ny,m,,t0 Sy <1, S to + 0 gilt also x(n,) — x(n,) = [ DF(x(1), 1)
d. h. x() ist eine Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung (3,1) im Inter-
vall {ty, to + o).

Bemerkung 3,2. Wenn (x,, ) € G~ U G* ist, dann kann man auf dem Grund des
Kurzweilschen Existenzsatzes von [2] auch beweisen, dass die Losung x(t), x(o) = x,
auch fiir Te{ty — 0, 1,> mit einem o > 0 existieren wird. Ist aber (xo, fo) € P,
dann muss die Losung x(7) fiir 7€ (¢, — o0, f,> allgemein nicht existieren. In [2]
wurde dieses auf einem auch fiir unseren Fall passenden Beispiel gezeigt (siche Be-
merkung 2,1 in [2]). Bemerken wir weiter noch, dass die da konstruierte Ldsung
(nach (3,8) und nach der Wahl von ¢ > 0) die Eigenschaft hat, dass (x(7), t) e
€ G~ U G* fiir 7o € (tg, to + o) ist.

Wir untersuchen nun einige weitere Eigenschaften der Losungen von (3,]).

Lemma 3,1. Sei F(x, 1) € #(G, h, ¢, ®) und sei x(t) soeine Lisung der Gleichung
(3,1) im Intervall {o, 0;) dass (x(1),7)e G~ U G* fiir alle 1€ (o, 0, ist. Dann
gilt:

1. x(x) ist in {oy, 6, Lisung der Gleichung

dx
— = DF(x, 1),
" (x, 1)

(3:9)
wo F(x, t) = F(x, 1) — F(x, t) (F(x, t) von (1,5)),

2. x(1) ist in oy, 0, stetig,

3. wenn fiir ein 1o € {0y, 6,), (X(t), T0) € G~ (bzw. (x(10), 7o) € G*) ist, dann ist
(x(z), ©) € G~ (bzw. (x(z), 7) € G*) fiir alle T € {5y, 7,).

4. Sei umgekehrt x(t) eine Losung der Gleichung (3,5) im Intervall {c, a,) so-
dass (x(1), 7)€ G~ oder (x(z), 1) € G*, 1€ oy, 6,) ist, dann ist x(t) eine Lisung der
Gleichung (3,1) im Intervall {o,. 0,).

Beweis. Nachdem x(7) Losung von (3,1) ist, gilt
x(53) — x(1,) = j " DF(x(x), 1) = '[ DLA(x(x). 1) + F(x(x) 1]

fiir alle ¢, < 7; < 1, £ 0,. Der Voraussetzung nach ist ¢(x(r)) # t fiir alle 7€
€ {0y, 6,) und also ist nach dem Hilfsatz 2,1 [7> DF(x(7), ) = 0 fiir alle 0, < 7, =
< 1, £ 0, und also gilt x(t,) — x(t,) = [ DF(x(7), 1) fiir alle ¢, < 7, < 1, < 01-
Nach der Definition 3,1 ist x(t) tatsdchlich eine Losung der Gleichung (3,5) und also
gilt 1.; 2. folgt unmittelbar von 1. (siehe auch (3,3)). Sei nun 7, € (o, o,> und

(x(t0), 7o) € G* und es existiere ein t° € {0y, 6,) so, dass (x(z°),1%) e G ist d. h. es
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gilt ¢(x(7o)) — 7o > 0 und ¢(x(z°)) — 1° < 0. Die Funktion ¢(x(r)) — t ist nach
(1,1) und 2. stetig in <oy, a,) also gibt es ein 1, € v, 6, derartig, dass ¢(x(,)) —
— T4 = 0 st d. h. (x(74), 74) € P; dieses widerspricht der Voraussetzungen und 3. ist
ebenfalls bewiesen.

Folgerung 3,1. Sei F(x, t) € #(G, h, ¢, ®) und sei x(t) eine Losung der Gleichung
(3,1) in <oy, 6,) sodass (x(t),7)e G~ U G* fiir alle T {a,,d,> — N ist, wobei
N ={ty,... %}, N =<0y,0,) 1, < 1, < ... < 7, eine endliche Menge ist. Dann
ist x(t) eine Losung der Gleichung (3,5) in jedem Intervall (t;, Ts1> 1 =1,...
ook =1, (04, 14, (T 025 x(7) ist in jedem von diesen Intervallen stetig und fiir
alle diese Intervalle gilt 3. vom Lemma 3,1.

Lemma 3,2. Sei F(x, t) € (G, h, ¢, ®) und seien x(t), y(v) derartige Lisungen der
Gleichung (3,1) in {0y, 0,> dass (x(z), 7)€ G~.u G* und (y(1),7)e G~ U G* fiir
te{0y, 0, gilt. Dann gilt auch

(3.6) [x(x) = y@)|| £ |x(e1) — ¥(oy)] . €O

fiir te (a4, 0,).

Beweis. Nach 1. vom Lemma 3,1 sind die Funktionen x(7) und y(r) Losungen der
Gleichung (3,5) und der Definition von (G, h, ¢, ®) nach ist F(x, t) e #(G, h).
Die Ungleichung (3,6) kommt nun schon unmittelbar von [4] Satz 2,1 (Siehe (2,11)

in [4]).

Lemma 3,3. Sei F(x, t) e #(G, h, ¢, ®), (xo, to) € P, 6 > 0. Sei x(t) im Intervall
to, to + ) eine Losung der Gleichung (3,1), x(to) = Xo, (x(z), 7)€ G~ U G* fiir
t€(to, to + o). Dann existiert in {to, ty + 0 eine Losung X(t) der Gleichung (3,5)
mit X(to) = xo + P(x,) und es gilt X(x) = x(z) fiir © € (to, to + o).

Beweis. Der Definition einer Ldsung nach ist fiir £ € (to, to + o)

x(€) = xo +J‘5 DF(x(z), t) = X, + 'F DF(x(z), t) + Jé DE(x(v), t) =

to to to

4
= xo + B(xg) + J DE(x(x), 1)

to

Setzen wir X(t) = x(1) fiir 7€ (to, to + 07, X(to) = Xo + P(x,). Fiir ein beliebiges
0>0,0 <oaist

J " DE(x(2), 1) — f * DE((0) 1) = f " DLA(x(x). 1) — F(x(2), 1]
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Nachdem F(x, t) € #(G, h) ist, gilt nach (1,3)
A2~ [F(x(2), t1) — E(=(x), 1))]] =

— A AR, )] < [+66) — 3] - Ihes) — ()],

fiir ¢4, t, € {to, to + ) und also ist nach dem Lemma 2,1 von [4] die Ungleichung
4 4 to+o
DF(x(z), t) — F(x(7), < x(7) — x(7)| dh(x)
Hj (0 = [ PR = [ - 5] k)
< | @(xo)] - (h(to + &) — h(t0))

erfiillt. Nach dem Grenziibergang 6 — 0+ ergibt sich dann

J " DR(x(2), 1) = f " DEGR(2), )

to to

fiir alle & € (to, to + 6) und also gilt

¢ g
%(E) = 5(E) = %o + B(xo) + f DF(s(2), 1) = (to) + J DR(E(x), 1)

to to

d. h. x(7) ist tatséchlich eine Losung der Gleichung (3,5).

Folgerung 3,2. Sei F(x, t) € #(G, h, ¢, ®) und sei x(t) eine Lisung der Gleichung
(3,1) in {oy, 0> sodass (x(r),t)e G~ U G* fir t1e{oy,0,) — N, wobei N =
= {ty, .o u}» N © {0y, 02), Ty < T < ... < . Dann existiert in jedem Intervall
=1,.... k = 1, {5}, 6,) eine Losung X(t) der Gleichung (3,5) mit X(v;) = x(z;) +
+ o(x(r), I=1,...k =1, %(t,) = x(z,) + D(x(vi)), T€{04, 02> und es gilt
x(t) = X(z) fiir alle t€ (1, 1110, L = 1,...., k — 1. Wenn ¢, < 1, ist, dann ist die
Losung x(t) im Intervall {oy,1,) zugleich eine Lisung der Gleichung (3,5) in
diesem Intervall.

Bemerkung 3,3. Vom Lemma 3,3 ist es klar, dass fiir die Losungen der Gleichung
(3,1) nicht eine Eindeutigkeit ,,riickwérts* vorliegen muss, d. h. wenn x(t) und y(z)
auf (g, 0,)> Losungen der Gleichung (3,1) sind und wenn fiir ein 74 € (a4, 0,) die
Gleichung x(t,) = (7o) gilt, dann muss x(r) = y() nicht gelten.

Wir beweisen nun den folgenden Satz, welcher die Eindeutigkeit ,,vorwirts‘
sichert.

Satz 3,2. Sei F(x, t) € Z(G, h, ¢, @) und sei x(t) im Intervall {to, tg + 0>, ¢ > 0
eine Losung der Gleichung (3,1) sei weiter y(t) eine Lisung der Gleichung (3,1)
in (t, to + @), 0 < a < o und es gelte x(to) = y(t,). Dann gilt y(t) = x(x) fiir jedes
T e {ty, to + ).

479



Beweis. Sei ¢, das Supremum aller derartigen € <to, t, + o) dass y(1) = x(t)
fiir 7 e {to, t;» ist. Da x(7) und y(r) von links stetige Funktionen sind, ist x(t,) =
= y(t;). Wir wollen zeigen, dass t; = t, + o sein muss. Setzen wir voraus, dass
dieses nicht gilt d. h. t; < t, + o. Nachdem (x(t,), t,) € G ist, ist entweder (x(t,), t,) €
€ G~ U G* oder (x(ty), t;) € P. Im ersten Fall gibt es der Stetigkeit von x(t) (bzw.
y(t)) in T = t, wegen ein 6 > 0 sodass (x(z),7)e G~ U G* und (y(r), 1) e G~ U G*
fiir Te(ty, 1, + 8y ist und nach (3,6) ist also ||x(z) — y(7)| < [x(t,) — ¥(1,)] -
LTI = 0 fiir Te(ty, t; + ) und so ist x(tr) = y(r) fir vety,t; + ).
Dieses widerspricht aber der Voraussetzung iiber ¢;. Untersuchen wir noch den Fall
(x(t;), ;) € P. In diesem Fall kann ein 6 > 0 so vorgegeben werden, dass auf
{ty, ty + &) eine Losung X(r) der Gleichung (3,5) derart existiert, dass X(t,) =
= x(t;) + ®(x(1,)) und (x(x), 7)€ G~ U G* fiir te(t, t; + &) ist (siche Satz 3,1).
Nach dem Lemma 3,3 ist x(t) = X(t) fiir 1€ (t;, 1, + 6 > N {to, to + ). Ebenso
kann man auf {t,, {; + &) eine Losung y(7) definieren und dann ist fiir € (¢, ¢; +
+ 6> N {tg, ty + @» auch ”x('c — ¥ T)H ”x T) — y(t)“ < ”x(t ) — y(t1)||
O = Ix(t,) + d(x(t))) — ¥(t,) — P(¥(1y))]| . V7" = 0. Wir bekommen
so wie bevor einen Widerspruch und also auch den Satz.

Lemma 3,4. Sei F(x, t)e Z(G, h, ¢, ®) und sei (x, to) € G. Bezeichnen wir T das
Supremum aller Zahlen t > t,, fiir die auf {to, t) soeine Losung x(t) der Gleichung
(3.,1) existiert, dass x(to) = x, ist. Dann existiert im Intervall {t,, T) eine Lisung
x(1; xg, o) der Gleichung (3,1) fiir die x(to; Xo, to) = Xg ist.

Beweis. Es gibt eine Folge von Zahlen t, < t;, <, < ... limt, = T und eine
Folge von Lésungen x,(t) der Gleichung (3,1) in (fo, 1, sodass x,(fo) = X ist.
Der Eindeutigkeitssatz 3,2 sichert, dass wenn n < m ist, dann ist x,(t) = x,,(t) fiir
T € (g, t,». Fiir e {ty, T) definieren wir x(t; X, 1) = x,(t) fiir 7€ {t, t,>. Die
Funktion x(t; xo, to) ist auf diese Weise eindeutig bestimmt und ist offenbar eine
Losung der Gleichung (3,1) mit x(to; X, to) = Xo.

Definition 3,2. Die nach dem Lemma 3,4 in {to, T) bestimmte Losung x(t; xo, to)
der Gleichung (3,1) nennen wir Globallisung der Gleichung (3,1) die durch den
Punkt (xo, to) € G bestimmt ist.

Fiir eine Globallosung gilt offenbar (soeben wie es in der klassischen Theorie
bekannt ist) x(t; xo, fo) = x(1; x(t15 X, to), t;) fiir to < t;, St < T.

Eine ndhere Festlegung der Eigenschaften von der rechten Seite der verallge-
meinerten Differentialgleichung (3,1) liefert die Mdoglichkeit griindlicher das Ver-
halten von Losungen der Gleichung (3,1) zu analysieren. In diesem Absatz unter-
suchen wir zu der Klasse & (G, h, @, (D) gehorende rechte Seiten der Gleichung (3,1).
Diese Klasse wird durch die Menge G und die Funktionen h, ¢, @ bestimmt; wenn
man also auf diese bestimmende Elemente der Klasse #(G, h, ¢, ®) weitere Bedin-
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gungen auflegt, dann kann auch niheres iiber das Verhalten der Losungen von (3,1)
geschlossen werden. Sei z. B. die Bedingung (x + @(x), ¢(x)) e G* U P fiir alle
x € M erfiillt (dabei verlangt man, so wie im Absatz 1, dass x + <1>(x) € M fiir alle
xeM ist). Dann kann man folgendes behaupten:

Fiir die Globalldsung x(t; xo, to) der Gleichung (3,1) ist (x(z; xo, ), 1) € G* U P
fiir alle 7 e {ty, T) sobald (xo, )€ G* U P ist; wenn (xo, t) € G~ ist, dann ist
entweder (x(; Xo, to), 7) € G~ fiir alle 7 € {t,, T) oder gibt es ein #, € (t,, T) derartig,
dass (x(t1; Xo, to), t1) € P ist und dann ist (x(t; X, tp), 7)€ G* U P fiir alle 7€
e {ty, T). Ebenso kann auch der Fall (x + &(x), ¢(x)) € G~ fiir alle x € M analysiert
werden.

Wir betrachten noch den Einfluss der Funktion h(f) vom Absatz 1 auf das Verhal-
ten der zu der Funktionenklasse #(G, h, ¢, @) gehorenden Funktionen F(x, ). Der
Definition von #(G, h, ¢, ®) nach hingt von h nur die Funktion F(x, ) ab, wobei
F(x,t) = F(x,t) — F(x, ) (F(x, 1) ist die Funktion von (1,5)). Es ist F(x,1)e
€ #(G, h). Nach den Voraussetzungen iiber h(f) vom Absatz 1 nach ist h(t) offenbar
eine stetige Funktion endlicher Variation. Setzen wir zusitzlich noch voraus, dass
die Funktion h(f) in jedem endlichen Intervall absolut stetig ist. Nach (1,2) ist bei
dieser Voraussetzung jede F(x, t) e #(G, h) fiir alle feste x € M in der Variablen ¢
absolut stetig in jedem endlichen Intervall (d. h. jede Komponente [F(x, #)];, j =
=1,..., n der Funktion F(x, 1) hat diese Eigenschaft). Von den bekannten Eigen-
schaften einer absolut stetigen Funktion folgt dann, dass die Funktion F(x, 1) fiir
jedes feste x € M fast iiberall (im Sinne des Lebesgueschen Masses) in E; eine endliche
Ableitung 0F(x, f)[ot hat. Bezeichnen wir diese Ableitung f(x, ) = 0F(x, t)[ot.
Soeben kann man auch behaupten, dass auch die Funktion h(f) fast iiberall in E,
eine endliche Ableitung h'(t) besitzt und diese wird in jedem endlichen Intervall
{a, by < E,; im Lebesgueschen Sinn integrierbar sein. Nach der Ungleichung (1,2)
kann man beweisen, dass

2) IfCe, )] = w (o)

fiir alle x € M und fast alle ¢ ist. Ebenso nach (1,3) ist auch

b) [7Ge ) = GO = > = o - W)

fiir x, y e M und fast alle . Diese Ungleichungen zeigen, dass die Funktion f(x, f)
den bekannten Caratheodoryschen Bedingungen geniigt und man kann also iiber die
Differentialgleichung

dx
(3.7) 5 =)

im Caratheodoryschen Sinn sprechen. Legen wir nun F*(x, ) = [§ f(x, t) dr. Der
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Theorie der absolut stetiger Funktionen nach ist F(x, 1) = F*(x, t) + C(x) wo C(x)
von t nicht abhéngt. Von [2] ist bekannt, dass die Differentialgleichung (3,7) und die
verallgemeinerte Differentialgleichung

(3.8) & _ pFx(x, i)
dr

einander in dem Sinne dquivalent sind, dass jede Losung der Gleichung (3,7) zugleich
auch eine Losung der Gleichung (3,8) ist und umgekehrt. Weiter ist auch klar, dass
die verallgemeinerten Differentialgleichungen (3,8) und (3,5) auch einander im
obigen Sinn dquivalent sind, nachdem das verallgemeinerte Integral [72 DC(x(7)) fiir
beliebige 0,, 0, € E; Null gleich ist. Wir zeigten so dass die Voraussetzung der
absoluten Stetigkeit der Funktion h(t) die Aquivalenz der verallgemeinerten Differen-
tialgleichung (3,5) mit einer die Caratheodoryschen Bedingungen erfiillenden Diffe-
rentialgleichung mit sich bringt.

Umgekehrt, wenn man nach [2] fiir eine Funktion f(x, t), welche die Bedingungen
a) und b) von oben erfiillt, die Funktion F(x,t) = [§f(x, ) dr bestimmt, dann
bekommt man wieder dquivalente Differentialgleichungen (3,5) und (3,7) von denen
die erste eine verallgemeinerte und die zweite eine Caratheodorysche ist.

Beispiel 3,1. Setzen wir M = {x € Ey; |x| < 3}, G = M x (—o0, ). Sei ¢(x) = x
fir xe M und legen wir ¢(x) = —1 fiir xe<{—7,3), &(x) = —4(4x + 12) fiir
xe (-3, —%). Fiir diese Menge G und fiir die Funktionen ¢, ¢ bestimmen wir die
Funktion F(x, t) nach (1,5) d. h. F(x, ) = 0 fiir ¢t £ x, |x| < 3, F(x, 1) = —1fiir
t>x, xe{—2, 3), F(x,) = —4(4x + 12) fiir t > x, xe (=3, —7>. Sei weiter
F(x, t) = xt + F(x, t). Offenbar ist F(x, f)e #(G, 3t, x, ®(x)), F(x,t) = xt. Die
verallgemeinerte Differentialgleichung (3,5) ist fiir unsere spezielle Wahl von F (x, t)
mit der klassichen Differentialgleichung

(3.9) A _ 4

dt

in G zusammenfallend. Die Losungen von (3,9) haben die Form X(¢; X, to) =
= X, . €' ™. Sei nun (xo, t5) und sei x(z; xo, to) die dem Punkt (x,, to) entsprechende
Globallosung der verallgemeinerten Differentialgleichung

(3,10) j_’: = DF(x, 1) = D[xt + F(x, 1)] .

Bekanntlich (vgl. Lemma 3,1) ist jede Losung der Gleichung (3,10), welche in G~ U
U G* liegt zugleich auch eine Lésung der Gleichung (3,9) und umgekehrt.
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Definieren wir nun folgende Mengen:

G =[{(x,)eG; =3 <x=e !, t<1}n (G UP)JU
Ul{(x,)eG; x >33} n(G" U P)],

G:=6,nG n{(x,)eG x>0}, G3=G6,nG n{(x,1)eGx <0},

G4 = Gl N G+ ’
X
G
Jet?
o B!
¢
-3t G, G,
G
Abb. 1.

wobei G, das Komplement der Menge G, in G bedeutet (siche Abb. 1). Es gilt G, v
U G, U G3 U G, = G. Eine Analyse der Losungen der Gleichung (3,9) mit Riick-
sicht auf den Zusammenhangdieser Losungen mit den Losungen der Gleichung (3,10)
geben folgendes: Wenn (o, #,) in einer von den Mengen G,, G;, G, liegt, dann liegt
(x(7; xos to), ) in derselben Menge fiir alle 7 e <t,, T) (<to, T) ist das Definitions-
intervall der zu (xo,?,) gehorenden Globallosung der Gleichung (3,10)). Wenn
(xo o) € Gy ist, dann gibt es im Definitionsintervall {to, T) der durch (xo, t,)
bestimmten Globallésung der Gleichung (3,10) einen Punkt t, € {to, T) sodass
(x(t45 x0, o), t;) € P ist. Fiir 7 € (t,, T) gilt dann (x(7; X, t), T) € G4 und die Global-
16sung x(t; xo, fo) hat im Punkt ¢, eine Unstetigkeit, die durch ®(x(t,; X, o))
bestimmt ist.

4. SYSTEME MIT UNSTETIGKEITEN AUF ABZAHLBAR VIELEN FLACHEN

Setzen wir voraus, dass fiir jedes ganze k eine Funktion ¢,(x) : M — E, und eine
Abbildung ®,(x) : M — E, gegeben ist, wobei ¢, die Bedingung (1,1) erfiillt (L hdnge
dabei von k nicht ab), fiir jedes &, sei die Voraussetzung (V 1) erfiillt und sei fiir
jedes ¢, die Voraussetzung (V 2) mit derselben Funktion  erfiillt. Die Funktion h(f)
ist so wie im Absatz 1 eine stetige nichtfallende auf E, definierte reelle Funktion.
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Setzen wir weiter noch voraus, dass
(4,1) Pei(x) — @u(x) 2 6> 0

firallexe M, k =0, +1, +2, ... gilt.
Ein System der Paare ¢, ®,, welches den obigen Bedingungen geniigt, soll mit
{(pk, dik} bezeichnet werden. Bezeichnen wir weiter
(4,2) G, = {(x, 1); xe M, pp—y(x) < t < @(x)},
P, ={(x1); xeM, t = @x)} .
Offensichtlich ist (nach (4,1)) U(G, u P,) = G. Ahnlicherweise wie in (1,5) definieren
k

wir fiir k = 0, 1, £2, ... eine Funktion Fi(x, f) : G - E, sodass
(4,3) F(x,0)=0  fir (x,7)eG; UP,,
Fi(x,1) = &(x) fir (x,t)eGy,

wobei G, = {(x,7), xe M, t < g(x)}, G = {(x,1); xe M, t > ¢(x)} ist. Wir
setzen i

(a.4) Fix) = 3 Fx)

fiir (x, f) € G und nehmen an, dass die Summe rechts fiir alle (x, f) € G einen Sinn
hat. Die Funktion F(x, t) ist fiir jedes feste x € M in t von links stetig; es gilt
Fx,t+) — F(x, ) =0 fir t+ @(x), k=0, +1, £2,..., F(x, g(x) +)—
k-1
— F(x, pi(x)) = ®(x), k = 0, £1,...und F(x, 1) = Y @x) fiir (x,?)€ G, U P,.
I=—o
Wir definieren nun noch eine weitere Funktionenklasse #(G, h, {¢,, ®.}):
Eine Funktion F(x, t) : G — E, gehort genau dann zu der Klasse #(G, h, {¢;, ®.}),
wenn die Funktion F(x,?) = F(x, ) — F(x, t) zu der Klasse #(G, h) gehort d. h.

(4.,5) F(G, h, {p, B,}) =
= {F(x,t): G > E,; F(x,1) = F(x, 1) + F(x, t); F(x, t) von (4,5),
F(x, ) e #(G, h)} .
Fiir eine Funktion F(x,t)e #(G, h, {¢, ®,}) gilt F(x,t+) — F(x,t) = 0 fiir
t+ @fx), k=0, %1, £2, ... und F(x, p(x) +) — F(x, pyx)) = ®(x), k =
=0, +1,... (vgl. (1,2)). Fir ein festes x € M ist F(x, 7) in den Intervallen (¢ ,(x),

@i(x), k = 0, £1, +2, ... stetig und hat fiir t = ¢,(x), k = 0, +1, ... einen Sprung,
den die Funktion @,(x) bestimmt.
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Ahnlicherweise wie im Absatz 2.der Satz 2,1 bewiesen wurde, kann man den
folgenden Satz beweisen:

Satz 4,1. Sei —o0 < 0, < 0, < +00, x(r) : {04, 0,y — E, sei eine Funktion
sodass (x(z), 7)€ G fiir © e {oy, 0, ist, x(v) erfiille (2,3) und fiir jedes k =
=0, +1, +£2,... sei die Menge

(4.6) N, = {te {0y, 05); (x(7), 7)€ P}
endlich. Wenn F(x,t)e #(G, h, {¢, D,}) ist, dann existiert das Integral

72 DF(x(t), t) und fiir ein beliebiges ¢ > 0 und eine Teilung {og, Ty, ..., Ts 05} €
€ A(¢, 04, 65, H) (siehe Absatz 2) gilt

.7

! J :DF(x(T), 0) —j; (Z0(0) _i; A,.H <

< {[i(o2) — h(o1) + H(oz) — H(o1)] *)
wobei A; = F(x(t,), ;) — F(x(t;), #;—,) wenn t,¢ UN, und A; = F(x(t;+), a;) —
— F(x(t;+), 7)) + F(x(t;), ;) — F(x(cy), oti— 1) wenkn 7,€ UN, ist; dabei ist
F(x, 1), = F(x, t) — F(x, ), F(x, t) ist die Funktion von (4,4)?

Beweis. Der Hilfsatz 2,1 sichert den Voraussetzungen nach die Existenz des
Integrales [72 DFy(x(c), 1) und gibt (7> DF(x(z), f) = Y. ®,(x(r)). Da die Funktion
teNk

x(t) (2,3) erfiillen soll, ist (x(7), t) fiir te <oy, 0,) in der Menge {(x,1);

”x - x(al)” < H(o,) — H(s,), te{oy,0,)} enthalten. Diese Menge kann aber

offenbar nur eine endliche Anzahl von Flichen P, schneiden und so kann auch (x(t), 7)

fiir 7 € {0y, 0, nur mit endlich vielen Fliachen P, gemeinsame Punkte haben. In der

Summe. Y. (Y @,(x(r)) treten also nur endlich viele von Null verschiedene Glieder
k

==—00 t1eNk

auf diese hat also immer einen Sinn, da auch N, endliche Mengen sind. Es gilt also

S (Zax) = ¥ (15 DR 0) = [2: T DR((. 1) = £ DF:) 1.

k=—o00 1eNk

Weiter kann man so wie bei dem Beweis des Satzes 2,1 fortschreiten.
Auch ein Analogon vom Lemma 2,1 kann wie im Absatz 2 bewiesen werden:

Lemma 4,1. Sei F(x,t):G > E,, F(x, t) = F(x, 1) + F(x, t), wo F(x, t) die Un-
gleichung (1,2) erfiillt, F(x, t) sei die Funktion von (4,4). Sei weiter y(7) : (o4, 6,) —
—E,, (¥(1),7)€G fir t€<06y,0,), —0 <0y <0, < +00 seien die Mengen

*) Da ist natiirlich Y &(x(z)) = 0 falls Ny, = 0.

1eNk
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= {te {0y, 0,), o(¥(v)) = 1} endlich und es existiere das Integral 3> DF(y(z), f).
Dann gilt

(4.8)

< h(o,) — k(o) ,

GZDF(y( 1), 1) — ) ﬁ_ m( ;vf’k(y(f))

wenn die Summe Z ( Z ®,(y(7))) einen Sinn hat.

k=—ow teNk

Beweis. Nach dem Hilfsatz 2,1 existiert das Integral [72> DF\(y(x), ?) fiir jedes
k=0,+1,+2,... und es ist {32 DFy(y(), 1) = ¥ &,(y(r)). Nachdem die Summe

€Nk

Z ( Z ?,(y(7)) = Z f o2 DF,(y(z), t) einen Sinn haben soll, ist sie dem Integral

=—-ow 7eN k
72 DF(y(x), 1) gleich und unser Lemma kann weiter so wie das Lemma 2,1 bewiesen
werden.

Lemma 4,2. Sei —0 <0, < 0, < +00 und sei x(r) :{0,,06,)> = E, soeine
Funktion, dass (x(z), ©) € G fiir © € {0y, 0,) ist. Setzen wir voraus, dass N, = 0 fiir
k + 1 ist und dass die Menge N, endlich ist (N, sind die Mengen von (4,7)). Sei
weiter F(x, t)e (G, h, {py, ®;}) (d. h. F(x, 1) = F(x, t) + F(x, t), wo F(x, t) die
Bezzehung (4,4) angibt und F(x,t)e #(G, h)) und es existiere das Integral

f¢> DF(x(), t). Dann gilt

(4.9) f:jDF(x(r), t) = J:Dﬁ(x('c), 1) + f :DFI(JC(T), 1),

wobei die Funktion F/(x, t) in (4,4) gegeben ist.

Beweis. Nachdem N, = 0 fiir k = [ist, gilt nach dem Hilfsatz 2,1 [7? DF,(x(t),t) =
= Ofiir k + I. Alsoist

f DF(x(t), i) = 3. DFy(x(x), 1) = j DF/(x(x), 1)
a1 k=~ a1
und daher folgt die Behauptung.
Wir wenden uns nun zu der verallgemeinerten Differentialgleichung

(4,10) 3— — DF(x, i),

wo F(x, t) € #(G, h, {¢x, ;}) ist. Eine Losung dieser Gleichung wird in der Defini-
tion 3,1 definiert. Die verallgemeinerte Differentialgleichung (3,1) mit F(x, f)e
€ #(G, h, ¢, ®) ist offenbar ein Spezialfall der Gleichung (4,11). Es geniigt dazu
o=@, Do =D, P(x) =0 fiir k= +1, +£2,... zu legen und es gilt dann
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Z(G, h, o, q)) _ 9’(6, h, {%, qjk}), wo ¢, fir k — +1, +2, ... beliebig gegeben
werden kann.

Weiter gilt

Lemma 4,3. Sei F(x, 1) € #(G, h, {¢,, ®,}) und sei x(v) soeine Lsung der Glei-
chung (4,10) im Intervall {o,, 0,), dass (x(r), 1) e UGk fiir alle te oy, 0,) ist.
Dann ist K

1. x(7) ist in {oy, 6,) Ldsung der Gleichung

(4.11) dx _ DE(x, 1),
dr

wo F(x, 1) = F(x, t) — F(x, t) (F(x, 1) von (4,5)),

2. x(z) ist in {a,, 0, stetig,

3. wenn fiir ein v, € oy, 6,) (x(to), 7o) € G, ist, dann ist (x(z), 7) € G, fiir alle
T€E <O'1, 02>’

4. wenn umgekehrt x(t) eine Lisung der Gleichung (4,11) im Intervall {o,, o,
ist sodass (x(z), t) € G, 1€ {0y, 6, fiir irgendein ganzes | gilt, dann ist x(t) zu-
gleich auch eine Losung der Gleichung (4,10) im Intervall {o,, 6,>.

Der Beweis kann wie bei dem Lemma 3,1 gefiihrt werden.
Lemma 4,4. Sei F(x, t) e #(G, h, {¢;, D} und seien y(t) und x(v) Lisungen der
Gleichung (4,10) im Intervall {o,, ;) sodass (x(t), 1) € UG, und (y(z), 7)€ UG
k k
fiir alle © € {0, 0;) ist. Dann gilt die Ungleichung (3,6) fiir alle T € {o,, ;).

Der Beweis kommt sofort von 1. im Lemma 4,3 und vom Lemma 3,2.
Lemma 4,5. Sei F(x, t)e #(G, h, {¢;, B,}) und sei x(t) soeine Lisung der Glei-
chung (4,10) im Intervall {o,, 6,), dass (x(t), 7)€ UG, U P, fiir alle t € (o, 52>

k
ist. Dann ist x(t) in {0y, 0,) eine Losung der Gleichung
dx
(4,12) o D[F(x, t) + Fy(x,1)],
T

wo F(x, 1) = F(x, t) — F(x, t), F(x, t) ist die Funktion von (4,4) und F(x, t) gibt
(4,3) an. Ist umgekehrt x(z) in {6, 6,) eine Lisung der Gleichung (4,12) mit den
obigen Eigenschaften, dann ist x(z) in {0, 6,» Lisung der Gleichung (4,10).

Beweis. Der Definition einer Losung nach gilt x(t;) — x(t,) = [¢2 DF(x(x), t)
fiir alle 6, < 7, < 1, £ 0,. Der Voraussetzung und dem Lemma 4,2 nach ist
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22 DF(x(z), t) = [22 DF(x(z), f) + [ DF(x(x), t) fiir alle 0 <7, < 1, < 0, und
so ist x(t) tatsichlich eine Losung der Gleichung (4,12). Dabei ist offenbar F(x, t) +
+ F|(x, 1) e #(G, h, ¢, ®,). Die umgekehrte Behauptung ist daher auch klar.

Bemerkung 4,1. Wir betonen, dass die verallgemeinerte Differentialgleichung
(4,10) mit F(x, t) e #(G, h, {¢, .}) lokal (vgl. Lemma 4,5) als eine vom Absatz 3
bekannte verallgemeinerte Differentialgleichung betrachtet werden kann.

Sei nun (xo, t) € G und F(x, t) € #(G, h, {¢,, ®,}). Dann gibt es offenbar eine
ganze Zahl [ sodass (xo, fo) € G, U P, ist. Bezeichnen wir x; = xo + F(xo, to+) —
— F(xq, to). Offenbar ist x; = x,, wenn (X, fo) € G ist und x; = xo + D,(x,), wenn
(x0s to) € Py ist. Ahnlicherweise wie wir es vor dem Satz 3,1 taten, wihlen wir ein
6 >0 sodass (x,t)eUG, ist, wenn t, <t =<t,+ o und ”x - xln < h(x) —

p .

— h(to), to < T < to + o ist. Soein ¢ > 0 kann mit Riicksicht auf die Voraussetzung

(V 2) tatsichlich gefunden werden. Nach dem Satz 3,1 existiert im Intervall {t,, ¢, +

+ o) eine Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung (4,12), fiir welche

[Ix(z) — x4 £ h(t) = h(to) ist und x(t5) = x, gilt. Der Konstruktion von ¢ > 0

nach ist also (x(1), 7) € UG, fiir 7 € (to, to + o) und also ist x(z) in {to, t, + o) eine
k

Losung der Gleichung (4,10). Dieses sichert also den folgenden

Satz 4,2. Sei (xo,10)€ G und F(x,1t)e #(G, h, {¢,, ®,}), wobei das System
{ow, ,} dieVoraussetzungen von der Einleitung dieses Absatzes erfiillt. Dann kann
ein o > 0 so gefunden werden, dass auf {t,, ty + o) eine Losung x(t) der Gleichung
(4,10) so existiert, dass x(to) = X, ist.

Der Satz 4,2 sichert also die lokale Existenz einer Losung der verallgemeinerten
Differentialgleichung (4,10). Fiir die Gleichung (4,10) gilt auch der

Satz 4,3. Sei F(x, t)e #(G, h, {p,, ®,}) und sei x(t) eine Losung der Gleichung
(4,10) in <to, ty + 6), 6 > 0; y(t) eine Lisung der Gleichung (4,10) in {to, to + o),
0 < a < o und es gelte x(t,) = y(to). Dann gilt y(t) = x(z) fiir alle t € {to, to + ).

Den Beweis kann man so, wie bei dem Satz 3,2 fiihren.

Die bisherigen Behauptungen iiber die Gleichung (4,10) sichern die Richtigkeit
der Behauptung von Lemma 3,4 fiir die Gleichung (4,10) und erméglichen also auch
eine Globalldsung der Gleichung (4,10) nach der Definition 3,2 zu bestimmen.

Uber verallgemeinerte Differentialgleichungen von Kurzweil kann man allgemein
folgendes behaupten:

Behauptung 4,1. Es seien F,(x, t) und F,(x, t) Funktionen, welche in G definiert
sind und deren Werte in E, liegen. Sei Ay "F,(x,t,) = A""Fy(x, t,) fiir alle
(x, 1), (x, t,) € G. Wenn x() im Intervall {o,, 6, eine Losung der verallgemeiner-
ten Differentialgleichung dx|dt = DF,(x, t) ist, dann ist X(t) in demselben Intervall
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auch eine Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung dx/d'r = DF,(x, f)
und umgekehrt.

Beweis. Diese Behauptung folgt unmittelbar vom Lemma 1,3,1 in [1] nach
welchem folgendes gilt: Bezeichne man U,(r, t) = U,(r, ) wenn U,(to, ) —
— Uy(7o, 7o) = Uy(t0, 7) — Uj(10, T0) fiir 74 < 179 S 7%, 10 — 8(t0) £ 7 < 70 +
+ 8(7o) gilt, wobei d(c) > 0, 7 e (74, 7%). Dann existiert das Integral (% DU,(t, 1)
und ist dem Integral [ DU(z, t) gleich, wenn [i. DU,(z, 1) existiert und wenn
U, = U, ist. Sei also x(t) eine Losung der Gleichung dx/dt = DF,(x, t) im Intervall
{04, 0,). Dann gilt der Definition nach x(n,) — x(n,) = [* DF 1(x(r), 1) fir alle
1 < M2, Ny, N2 € {0y, 0,). Der Voraussetzung nach ist F,(x(t), f) = F,(x(t), f) und
also existiert fiir alle 1, < #1,, 7y, 7, € {04, 0,» auch f DF,(x(7), t) und es gilt
x(n,) — x(n;) = [ DF,(x(z), ) fiir alle 6, < 5, < 1, < 0, d. h. der Definition von
einer Losung nach ist x(t) auch eine Losung der Gleichung dx/dt = DF,(x, ).

Diese einfache Behauptung ermoglicht uns nun auf eine andere Weise eine Funktion
F*(x, t) zu definieren, sodass die verallgemeinerte Differentialgleichung

(4,13) 4 _ pre(x, )
dr

mit der Gleichung (4,10) dquivalent sein wird (wenn (4,10) definiert ist) in dem Sinne,
dass jede Losung der Gleichung (4,10) zugleich auch eine Losung der Gleichung
(4,13) und umgekehrt sein wird. Nach der Behauptung 4,1 geniigt dazu, dass
APTHE(x, ty) = APTHF*(x, ty) fiir (x, 1,), (x, 1,) € G gilt. Wir wollen da die Funktion
F*(x, t) so definieren, dass man die etwas unangenehme Voraussetzung iiber die
Konvergenz der Reihe in (4,4) beseitigen kann, wenn man passend die rechte Seite
der Gleichung (4,13) definiert.

Fiir (x, t) € G definieren wir eine Funktion s(x, f) folgendermassen: fiir x € M sei
s(x, t) = k wenn @,(x) < t < @p4,(x) ist. Sei nun I, fiir jedes x € M eine beliebige
ganze Zahl; legen wir fiir (x, )eG

Sxt

(4,14) F(x, 1) = Y &x)

i=ly

(dabei sei fiir Ny > N, (N4, N, ganz) Z = — Z ). Es ist offenbar

i=Nig i=N3
s(x,t2) s(x,ty) s(x,t2)

(4,15) ARTHF*(x, ty) = Z P(x) — 2 P(x)= Y Bx).

i=s(x,t;)+1

Untersuchen wir nun die Funktion F(x, f) von (4,4). Sei (x, ;)€ G, i = 1, 2. Dann
gibt es der Voraussetzung (4,1) nach offenbar ganze Zahlen Iy, I, sodass g, (x) <
< 1; £ @y,44(x), i = 1,2 sein wird. Fiir die in (4,3) definierte Funktion F(x, 1) gilt
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so Fi(x,t) =0 wenn k=1, + 1 ist und also ist F(x,t)= Y Fyx, 1) =
l; k=—o

= Y ®x). Daher ist
k=—o

(4,16) A1) = by 2 —-kj_wtpk(x) =k=§+l¢k(x) .

Der Definition von der Funktion s(x, f) nach aber ist offenbar I, = s(x, t,), i = 1,2
und also gibt (4,15) und (4,16) die Gleichung

(4,17) ATUF(x, 1) = APTUFR(x, 1)), (x,1)eG, i=1,2.

Sei nun F(x, ) € #(G, h, {p, ®}) d. h. F(x, ) = F(x, 1) + F(x, 1), wo F(x, ¢) die
Funktion von (4,4) ist und F(x, t) e #(G, h). Sei weiter F*(x,?): G — E, und es
gelte A7"F*(x, t,) = AT"F(x, t,) fiir alle (x, t;) € G, i = 1, 2. Offenbar ist dann
F*(x, t) € #(G, h) Definieren wir weiter noch F*(x, t) = F*(x, t) + F*(x, ). Nach
(4,17) ist also APT"F¥(x,t,) = A""F(x,t,),(x,t)€G, i =1,2 und der Be-
hauptung 4,1 nach ist jede Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung (4,10)
zugleich auch eine Losung der Gleichung (4,13) (wenn (4,10) definiert ist) und
umgekehrt. Definiere man (ihnlich wie in (4,5))

(4,14) F*(G, h, {¢, D)) = {F(x,1) : G > E,; F(x, ) =
= F*(x, t) + F(x, 1), F*(x, t) von (4,14), F(x, t)e #(G, h)} .

Alle Sétze und Lemmas von diesem Absatz werden also gelten, wenn man in denen
anstatt F(x, 1) e Z(G, h, {¢;, ;}) voraussetzt, dass F(x, ) € F¥(G, h, {¢y, B;}) ist.
Die Klasse #*(G, h, {@y, 9,}) ist aber allgemeiner als F(G, h, {¢,, ;}) nachdem
F(x, t) auch dann definiert werden kann, wenn F(x, t) keinen Sinn hat.
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