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Yexoc10BalKHii MaTeMaTHYeCKuii kypnaj, 1. 15 (90) 1965, Ilpara

UBER DIE HAUSDORFFSCHE DIMENSION DER MENGE DER ZAHLEN
MIT BESCHRANKTEN FOLGEN VON ZIFFERN IN CANTORSCHEN
ENTWICKLUNGEN

TiBOR SALAT, Bratislava

(Eingegangen am 14. Spptember 1964)

Zu den gewdhnlichsten Typen der Entwicklungen von reellen Zahlen gehoren
die Kettenbriiche und die Cantorschen Reihen.

Wie behannt ist (siche [1] S. 97—104), kann jede reelle Zahl x € (0, 1) eindeutig
in der Form eines Kettenbruches

x=[0n,n, .0 ..]=

ausgedriickt werden. Dabei sind n; = n(x) natiirliche Zahlen (die so genannten
Elemente der Zahl x). Wenn der Kettenbruch endlich ist, d.h. wenn

1

(1) x=[0;n,ny...m]= .

nZ+. 1
L
Ny

n, +

ist, dann ist n, > 1.
Auch das ist bekannt, dass wenn {gi}z=, €ine Folge natiirlicher Zahlen grosser
als 1 ist, dann kann jede reelle Zahl x € (0, 1) eindeutig in der Form

| (2) i ak(x)

14192 --- 9k

ausgedriickt werden, wo gk(x) (k=123 ...) ganze Zahlen sind (die sogenainnten
Ziffern der Zahl x), 0 < g(x) < ¢, — | (k=1,2,3,...) und fiir unendlich viele k
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&(x) < g, — 1 ist. Wenn wir g, = g > 1 (k = 1,2, 3, ...) setzen, dann bekommen
wir die g-adischen Entwicklungen der reellen Zahlen (siche [1], S. 111 —116).

Aus der metrischen Theorie der Kettenbriiche ist dieses Ergebnis von fundamentaler
Besdeutung bekannt (siehe [2] S. 76 —78):

Es bedeute M, die Menge aller x € (0, 1) mit beschrinkten Elementen (in den
Kettenbriichen), d.h. M, ist die Menge aller derjenigen x € (0, 1), die die folgende
Eigenschaft haben: zur Zahl x existiert eine Konstante K, > 0 so, dass n, =
=nfx) < K,(k=1,2,3,...) ist. Dann ist ]MLI =0 (|Al bedeutet im folgenden
das Lebesguesche Mass der Menge A).

Zu den ersten Anwendungen der Theorie des Hausdorffschen Masses in der Arith-
metik des Kontinuums gehort das Ergebnis von V. JARNIK aus dem Jahre 1929, nach
dem dim M, = 1 ist (siche [3]). Es sei bemerkt dass es sich in dieser ganzen Arbeit
um die Hausdorffsche Dimension mit Riicksicht auf das System von Massfunktionen
1@ty = 1%, t€ €0, + o), a € (0, 1) handelt (siehe [5]).

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit einer zur erwidhnten Jarnikschen Anwen-
dung des Hausdorffschen Masses in der Arithmetik des Kontinuums analogischen
Problematik in der Theorie der Cantorschen Reihen. Genau gesagt handelt es sich
hier um die Losung dieser Frage: Wie gross ist die Hausdorffsche Dimension der
Menge M, aller derjenigen x e (0, 1), fiir die die Folgen der Ziffern {efx)}7,
beschrinkt sind? Wenn die Folge {g,};~, nach oben beschrinkt ist, dann ist ersicht-
lich M, = (0,1) und die Frage ist uninteressant (dim M, = 1}. Darum wird
im weiteren bei der Untersuchung dim M, iiber dic Folge {q,};~, vorausgesetzt,
dass limsup g, = + oo. Es sei bemerkt, dass die Struktur der Menge M, von

k-0

{g:}2%, abhingt, deshalb werden wir genauer schreiben

A/['n = M'J,(qb d2s -« dps )

Damit die formulierte Frage interessant sei, ist es notig zu bemerken, dass
|Mw(q1, qzs - qn )I = 0 ist. Das zeigen wir tatséichlich (siehe Satz 1) mit Hilfe
des folgenden grundlegenden Ergebnisses von A. RENYI in der metrischen Theorie
der Cantorschen Reihen (siehe [4]). {g,};~ , bedeutet im weiteren eine Folge natiirlicher
Zahlen, g, > 1 (k=1,2,3,...).

Satz 1. (A. Rényi). Es sei Y, 1/q, = + oo. Dann ist fiir fast alle x € (0, 1)
k=1

“rnM:l (]‘:0’ 1’2, )’
n—a z l/qk
k<n,r<qx

wo N,(r, x) die Anzahl der Zahlen r in der (endlichen) Folge &,(x), &5(x), ... &,(x)
bedeutet (siehe (2)).

2. Esseiy 1/q, < + . Dann gilt fiir fast alle x € (0, 1), dass zu jeder ganzen
k=1

Zahl r = 0 nur eine endliche Anzahl solcher Zahlen n existiert, dass €,(x) = r ist.
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In allen weiteren Sitzen bedeutet {q,}°, eine Folge natiirlicher Zahlen, ¢, > 1
(k=1,2,3,...) und lim sup g, = + .
k=
Satz1. M, = M_(qy, 42 --- 4 -..) bedeute die Menge aller jener x e(0, 1),
x = i _ &{x)

k=141 -G -.-qy
(Cantorsche Entwicklung), deren Ziffernfolgen beschrdnkt sind. Dann

[Mwl = [Moo(qli g5 --- 4y )I = 0

Beweis. s sei eine natiirliche Zahl; wir bezeichnen mit M, die Menge aller derjenigen
x € (0, 1), fiir welche gilt: ex) = s(k =1,2,3,...). Dann ist ersichtlich

0

(3) M, =U M,.

s=1

Fiir die Folge {q}r=, sind diese zwei Moglichkeiten denkbar:

(ay) k;ill/qk -

(a2) Y14 < + o

Im Falle (a;) bedeute N,(s + 1, x) wie vorher die Anzahl aller jener j < n, fiir
welche ¢ j(x) = s + 1. Dann ist dem zitierten Satz von A. Rényi gemdss fiir fast alle
X € (0, 1)

N,(s + 1, x)

lim =1

n—* o 1

kSn,s+1<qe g

Mit Riicksicht darauf, dass lim sup g, = + oo ist, ist fiir alle hinreichend grosse n
k— o

(n>n;) Y 1/g, > 0und fiir fast alle x e (0, 1) gilt also; in der Folge {&(x}}5%,

ksn,st1<ax
tritt die Ziffer s :— 1 auf. Deshalb ist [M,| = 0 (s = 1,2, 3, ...) und aus (3) erhalten
wir ,M oo| = 0.

Im Falle (a,) verwenden wir jenes Ergebnis von A. Rényi (siche den 2. Teil des
Satzes von A. Rényi), nach welchem fiir fast alle x € (0, 1) gilt, dass in der Folge
{ef(x)}i jede ganze Zahl r = 0 nur in endlicher Anzahl auftritt. Wenn also x € M
ist, dann existiert notwendig ein ganzes r, 0 < r < s, welches in {.‘sk(x)},T=1 unendlich
vielmals auftritt, also |M,| =0(s=1,2,3,...) und aus (3) erhalten wir IMOOI = 0.

Nach dem gerade bewiesenen Satz ist [M,,(qy, 45, ... dy )| = 0 fiir jede Folge
{a-1, @ > 1 (k=1,2,3,...), limsup g, = + 0. Die schon erwihnte Abhin-

k— o
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gigkeit der Menge M (4, 42, --- 4y, --.) von der Folge {q,}x>, zeigt sich deutlich
erst bei der Untersuchung der Hausdorffschen Dimension dieser Menge. Wir werden
zeigen, dass die Hausdoffsche Dimension der Menge M.(q1 s -5 4 ---)
bei einer gewissen erginzenden Voraussetzung iiber die Folge {q;}r=; wesentlich
von der Beschrinktheit der Folge {{/ (9192 --- 4,)}5-1 abhingt.

Die Beweise mehrerer folgender Ergebnisse stiitzen sich auf dieses Ergebnis der
Arbeit [6] (Satz 1 aus der Arbeit [6]):

Es sei x4 € (0, 1), {q,}? sei eine Folge natiirlicher Zahlen grésser als 1. Es sei

i & x 0)

k=1q419; --- gx

x0=

die Cantorsche Entwicklung der Zahl x. Fiir jedes ¢ > 0 sei

o)

qn

Y——<+®
n=1(q192 - 4n)

Bezeichnen wir mit (xo) die Menge aller jener x € (0, 1), fir welche &(x) < &(x,)
(k=1,2,3,...) gilt, dann ist dim {x,) = lim inf 7,, wo

n

IngH (e(x0) + 1)

-

g, =

lOgH qx
k=1

Der Kiirze halber werden wir im weiteren sagen, dass die Folge {¢,},2, die Eigen-
schaft V(g), ¢ > 0 hat, wenn

L S
n=1(4142 --- 4)
Satz 2. Die Folge {q,};>, (von oben unbeschrinkt) habe die Eigenschaft V(e)
fiir jedes ¢ > 0. Dann ist dim M (4, 42, ... q,» --.) = 0 dann und nur dann, wenn
(4) lim sup ('/(qlqz v gy) =+ ©

Beweis. 1) Es gelte (4). Aus der Beziehung (3) und aus den bekannten Eigenschaf-
ten der Hausdorffschen Dimension folgt (sieche [5], Lemma 4), dass

dim M (4. 42 --- Gy -..) < sup dim M.
s=1,2,3,...

Es geniigt also zu zeigen, dass fiir jedes s = 1, 2, 3, ... dim M, = 0 ist.

s sei eine natiirliche Zahl; wir setzen &, = min (s, g, — 1) (k = 1,2,3,...) und
o0
Xo =Y %
k=141q; ... 4
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Dann ist ersichtlich M = {x,) und fiir jedes n ist

nlog(s + 1)

o, =

]ogl_[ dk
k=1

Es sei ¢ > 0. Wihlen wir L > 0 so, dass I > s + 1. Auf Grund von (4) existiert
eine unendliche Menge H natiirlicher Zahlen derart, dass fiir ne H 2/ (q gz - q,) > L
ist. Dann ist fiir n € H

1
Llogls+ 1)

log L
Daraus erhalten wir dem zitierten Ergebnis der Arbeit [5] gemdss dim M, < ¢
und weil ¢ > 0 beliebig gewdhlt wurde, haben wir dim M, = 0.

2) Es gelte nicht (4), d.h. es sei
(5) limsup”/(q14; ... 4,) < + 0.

Wir zeigen, dass in diesem Falle schon dim M, > 0 ist.

Setzen wir g, = 1 (k = 1,2,3,...),

0

n

1
14195 --- gk

Xy = Z __.._ﬁ___ =
k=141q --- qx Kk

dann ist auf Grund des Satzes 1 der Arbeit [6]

Ms

>

il

dim M, = dim (x,) = liminfo,,

_ log?2”
log [T g«
k=1

Nach der voraussetzung (5) existiert K > 0 derart, dass fiir alle n =1,2,3, ...

n

"/(4,4; - - 4,) < K ist (ersichtlich muss K = 2 sein). Daraus folgt log [ g, < nlog K
k=1
und so ist :

dim M, > 1082

>0

log K
Damit ist der Satz bewiesen.

Beispiel 1. Es ist leicht festzustellen, dass die Folge
(@, au=k+1 (k=1,23,..)

unbeschrinkt ist, dass sie die Eigenschaft V(&) fiir jedes ¢ > 0 hat und dass fiir sie (4)
gilt. Deshalb hat die Nullmenge aller jener

X = s w-~—v8"(x)«e(0, ),
k=l(k + 1)!

fiir welche {¢,(x)};, beschrinkt sind, die Hausdorffsche Dimension 0.
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Im weiteren werden wir uns mit der Untersuchung dim M (g5, 425 - .- g, ».,) bei
unbeschrinkten Folgen {g,}7 befassen und es wird

(6) I =limsup”/(q,q; ... 9,) < + ©

vorausgesetzt. Ersichtlich ist [ > 2. Wir setzen bei natiirlichem s > [I] + 1 ([]
bedeutet den ganzen Teil der Zahl I) T, = {n; g, < s}, Uy = {n; g, > s}. Auf Grund
der Voraussetzung der Unbeschrinktheit der Folge {g;};~, ist U eine unendliche
Menge bei jedem natiirlichem s = [I] + 1. Erwégen wir, dass auch T, unendlich
ist. Wenn ndmlich T; endlich wére, dann wire g, fiir alle n, die grosser sind als irgend-

ein natiirliches n,, grosser als s und es wire also

I=limsup?/(q1qs...q,) Zs =[]+ 1,
was mit der Definition der Zahl [l] im Widerspruch ist. Also ist bei jedem natiirli-
chen s > [I] + 1 jede der Mengen T, U, unendlich und T, U U, = N (N bedeutet
iiberall in dieser Arbeit die Menge aller natiirlichen Zahlen).
Es ist zu erwarten, dass die Voraussetzung (6) die “Haufigkeit” der Menge U,
negativ beeinflussen wird. Dies wollen wir tatsachlich zeigen. Zuerst wollen wir diese
in der Zahlentheorie gebriduchliche Bezeichnung einfithren: Wenn 4 < N, dann

setzen wir A(n) < ), 1,
k=<n,keA

(
9,(A4) = lim inf A—:) (untere asymptotische Dichte der Menge 4) ,

n—>oo

3,(A) = lim sup A—f? (obere asymptotische Dichte der Menge A) ,

n— o

5(4) = lim M (asymptotische Dichte der Menge A4) .
n

n— o

Wir definieren 6(A) allerdings nur in dem Falle, wenn der Limes rechts existiert.
Ersichtlich ist 8,(4), 3,(A), 6(4) € <0, 1> und nach der GroBe dieser Zahlen schlieBen
wir auf die ,,Hiufigkeit der Menge A.

Satz 3. Fiir die Folge {qi}i=y gelte (6). Dann ist fiir jedes s = [I] + 1
5,(U,) < ﬂle_
log (s + 1)

Folgerung. lim 6,(U,) = 0, lim §,(T;) = 1.

§—> 00

Beweis des Satzes. Fiir {¢:}5= gelte (6), s sei natiirlich, s 2 [I] + 1. Die Richtig-
keit der Behauptung ist ersichtlich, wenn &,(U,) = 0 ist. Es sei also d,(U,) > 0.
Dann existiert auf Grund von (6) zur Zahl n > 0 eine natiirliche Zahl ny(n) derart,
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dass fiir jedes n > ng(n) I+ n > '{/(qlq2 ... q,) ist. Wenn weiter 0 < & < ,(U,) ist,
dann ist auf Grund der Definition der Zahl ,(U,) fiir unendlich viele n > ny(n)
(diese n sollen die Menge H bilden)

Un)>52(U)—f

und also ist fiir ne H

L+ 1 >2(q:qs ... 4,) 2 2/[(s+ 12007 = (s + 1)U
daher

log (I + n)

0,(Uy) — e < .
(V) log (s + 1)

Da die letzte Ungleichheit fiir jedes # > Ound jedes &, 0 < & < d,(U,) gilt, ist 5,(U,) <

< (log I)/(log (s + 1)).
Eine einfache Folgerung des gerade bewiesenen Satzes ist das folgende Ergebnis,
welches wir im weiteren beniitzen werden.

Satz 4. Fir {q,}7-, gelte (6). Es sei
(7) A={k,<k,<..<k,<..} =N,

lim g, = 4 o0

n—»oo
Dann ist 5(A) = 0.

Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt. Es sei s = [I] + 1. Dann
existiert in Hinsicht auf (7) i = i(s) derart, dass fiir n > i g,, > sist,also 4 = U u
U {ky, k, ... k;}. Daraus erhalten wir A(n) < UJn) + i (n 2 1) und so auf Grund
des vorhergehenden Satzes

log 1

2:(4) = (L) log (s + 1)

It

Da die letzten Ungleichheiten fiir jedes s = [I] + 1 gelten, erhalten wir bei s — oo
5,(A) = 0, also 6(4) = 0.

Wihlen wir bei der Definition der Mengen T,, U, speziell s = [l] + 1, dann
bekommen wir im folgenden Satz eine nichttriviale untere Abschitzung fiir
dim M, (41, qas - Gy - - -)-

Satz 5. Die (unbeschrinkte) Folge {q,};~, habe die Eigenschaft V() fiir jedes
¢ > 0. Es gelte (6). Dann ist

logl — log2

dim M (41, 42s - G ) 2 1 — 85(Tii344)
log I
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Folgerung. Wenn [ = lim sup "\/(qlq2 ... q,) = 2 ist, dann ist dim M (4, g, ...

s s o) = 1.

Beweis des Satzes. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt. Definieren wir
g = 1 fiir k € Tyy4q und g = [[] fiir k € Upyyy 4, dann ist ersichtlich M (g4, q,, ...
G s--) D {XoPs WO

0
Xo=Y — %

k=14193 --- 4y

und also dim M, = dim {x,)» = lim inf o,

log [] (& + 1)
k=1 '

log [T a«
k=1

g, =

Es sei ¢ > 0. Auf Grund der Definition der Zahl ! existiert n, derart, dass fiir
n > ng V(éhfh ... q,) < 1 + gist, und eine einfache Abschitzung ergibt

log{ [I (@+1) TI (&+1)} -

O, ; kZn,keTriy+1 k=n,keUpi1y+1

nlog(l + ¢)

Triy+1(n) Uri3+1(n) Triy+a(n)
5. log @@ @) log (/)T 1)
nlog(l + ¢) nlog(l + ¢)

logl  Tyiqa(n)logl —log2
log (I + ¢) n log (I +¢)

daraus

log 1 log ! — log2

2( [+ 1) -

dimM, = 8%
log (I + ¢) log (I + ¢)

und in Hinsicht auf die Beliebigkeit von ¢ > 0 erhalten wir die Richtigkeit der Behaup-
tung des Satzes.

Beispiel 2. Wir setzen gy« = max(k,2) (k =1,2,3,...) und fiir n # 10
(k=1,2,3,...) setzen wir g, = 2. Die derart definierte Folge {¢;};=, ist unbeschrankt
und hat die Eigenschaft V(¢) fiir jedes ¢ > 0. Weiter ist ersichtlich fiir jedes n

(8) @14y - a) = 2

Auf der anderen Seite in der endlichen Folge 1,2,...n (n > €?) befindet sich
[(log n)/(log 10)] < log n der Zahlen der Form 10* und fiir jedes solche 10* < n
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ist gy < log n. Daraus erhalten wir auf Grund der bekannten Beziehung zwischen
dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel der positiven Zahlen

{/(qqz q)<q1+q2+...+q,,<2n+log2n
1 cer dn) =

h n

Daraus erhalten wir mit Riicksicht auf (8)

I = lim sup V(qlq2 i qy) = lim(/(qlq2 i gy) =2,
so dass der Folgerung des Satzes 5 gemiss dim M (qy, g2, .- gy --.) = 1 ist.
Der folgende Satz gibt im Falle, dass die Bedingung (6) erfiillt ist, eine untere
und obere Abschitzung fiir
dim M (44, 2, - Gp> ---) -

Satz 6. Die (unbeschrinkte) Folge {q,}-, habe fiir jedes ¢ > 0 die Eigenschaft
V(e) und es gelte (6). Setzen wir bei natiirlichem s = [I] + 1

log J] a

R(n, S) = k=n,keTs s
log 1_[ dr
k<n
dann gilt
sup Sy(s) = dim M (415 G25 -+ G ---) £ SUP Sy(s),
s2[I1+1 s2[I1+1
wo

S(s) = m(vs)“’—gl—((fﬁ-‘l +Ry(5).

5100 = 0,0) D 1 Ry,

Ry(s) = liminf R(n, s), Ry(s) = lim sup R(n, s)
n— oo * n—oo
Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt und es sei s = [I] + 1
Wir definieren ¢, = ¢q, — 1 fiir k € T, und ¢, = s fiir ke U,. Wenn wir dann

=Yy %
k=1 4193 ... 4y
setzen, erhalten wir M, = (x> und ersichtlich ist M, = () M, Daraus ist fiir
s=[11+1
jedes s = [l] + 1 dim M, = dim M = dim {x,» und zugleich auf Grund des
Lemma 4 der Arbeit [5] ist '

dim M, < sup dim {x) .

sz[l]+1
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Auf Grund des Satzes 1 der Arbeit [6] ist dim (x,) = lim inf o,,

n— o
log [T(e + 1)
' D
log H i
k=1
log [ qu+log [ (s+1) Ugn)log(s+ 1)
— k=<n,keTs - k =n,keUs — - + R(n, S) .
log [T 4 log [T 4«
k=1 k=1
Deshalb ist
©) Ry(s) + lim inf Qs(l’-)lign(iil_) < liminfo, <
n—*w
log [ ] 4«
k=1

< Ry(s) + lim infgi(mg;(-s-j_—l—).
e log n qx
k=1
Wenn jetzt & > 0 ist, dann existiert auf Grund der Bedingung (6) no(g) derart,

dass fiir jedes n > ny log [] ¢, < nlog(l + ¢) ist, daraus folgt
k=1

lim inf 5, = Ry(s) + lim inf Ugn) log(s + 1) _
n-w n— o n lOg (l + 5)

= R1(s) + 61(Us) m’—“—:{%))

und da diese Ungleichheit fiir jedes ¢ > 0 gilt, erhalten wir fir jedes s = [I] + 1

dim M, 2 5,(0) 280D | Ry = 5,(5).

log 1
deshalb
(10) dim M, = sup S,(s)
sz[11+1

Andererseits existieren auf Grund der Voraussetzung (6) zu jedeme > 0,0 < ¢ <
n

< I unendlich viele n derart, dass fiir diese n log [] g, > nlog(l — ¢) ist. Dann
=1

k
ist fur diese n

Ugn)log(s + 1) _ Ufn)log(s + 1)
log [T s n log(l —¢)
k=1
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und daraus

lim inf

n— o

Uyn)log(s + 1)

IogH dx
k=1

<llmspU(n )log(s + 1) _ 54U )Iog(s + 1)
o0 n log(l —¢) g (1 — ¢

und so, mit Riicksicht auf (9) und mit Riicksicht auf die Beliebigkeit von e, 0 < & < I,
erhalten wir (s = [I] + 1):

lim inf o, < o,(U,) &G+ 1

+ Ro(s) = Si(9).
n—oo lOg l

also dim M, < sup S,(s) und dies ergibt zusammen mit (10)
s2[+1

sup Sy(s) < dim M, £ sup Sys).
sz[11+1 sz[1]1+1
Mit Hilfe der gerade bewiesenen Abschz’itzungen fir dim M, kann man eine
gewisse Klasse von Folgen {q,}i; angeben, fiir welche 0 < dim M (g4, ¢, ...
4, ---) < 1ist (sieche die Folgerung nach dem Satz 7 und das Beispiel 3).
Satz 7. Die (unbeschrinkte) Folge {q,};>-, habe die Eigenschaft V(g) fiir jedes
& > 0 und es gelte (6). Es sei

(11) P={p <p,<..<p,<..}c=N,

limg, = + o

n— oo

und fiir jedes ke Z = N — P sei q, = a = 2. Dann gilt

log a log a

<dmM, <

( = © = ‘.
log a + lim sup M : log a + lim inf M
n— oo n n—ow n
wo 3(n) = ) loggq,, ist
pisn
Folgerung. Wenn
0< hmmfg( ) < lim sup —~* 8(n) < + oo,

n—ow n n—o n
dann ist 0 < dim M, < 1.

Beweis des Satzes. Die Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt. Auf Grund des
Satzes 4 ist (P) = 0 und also §(Z) = 1. Essei s > I = limsup /(.45 ... 4,) (= a).

n—r oo

Dann ist auf Grund der Voraussetzung des Satzes U; = P und also ist 5(U) = 0.
Deshalb haben wir nach der Folgerung des Satzes 6

(12) sup Ry(s) < dim M, < sup Ry(s).

sz[1]+1 sz[I1]1+1
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Es sei weiter erwigen, dass in der Folgerung der Voraussetzung (11) nur eine endliche
Anzahl von Elementen der Menge P existiert, welche zu T, gehdren und es ist also

log T[] ax~ Z(n)loga, wenn n— ')

k<=n,keTs

Weiter ist ersichtlich log [] g, = Z(n)loga + $(n) und also
k=1

Z(n)loga
Z(n)loga + 9(n)

R(n, s) ~ (n —> o0)
Wenn wir (12) beriicksichtigen, ist daraus schon die Richtigkeit der Behauptung
des Satzes ersichtlich.

Beispiel 3. Wir wihlen als Menge P die Menge aller Primzahlen p,, n = 1,2, ...
undsetzenq,, = p,(n =1,2,3,...), ¢, = a 2 2fir k + p,(n = 1,2, 3, ...). Dieso
definierte Folge {g,}5%, ist unbeschridnkt und wir werden zeigen, dass sie fiir jedes
¢ > 0 die Eigenschaft V(e) hat. Es sei also ¢ > 0; ersichtlich geniigt es zu zeigen, dass
die Reihe

o0

1 —
(13) k; (4142 --- 4,,)

konvergiert. Wenn 7 die Primzahlfunktion bedeutet, dann erhalten wir durch eine
einfache Abschétzung

A

Px < Px ’
(qnqz q‘,k)£ - (aPk—n(pk))s

Auf Grund einer aus der Zahlentheorie bekannten Tatsache (n(py) = o(p,)) existiert
ky derart, dass fiir alle k > k,

Pk Dk Pr

(4192 - 4p,)° (@)™ b™
(b = a** > 1) ist. Daraus ist die Konvergenz der Reihe (13) ersichtlich.
Wir rechnen nun [ = lim sup /(4,95 - - 4,)- Ersichtlich gilt

n—o

Y@tz a) = a3/ T p=almOn S0 Gn) = 3 logp

p=n.peP p=n,peP

Aus der Primzahltheorie ist bekannt (siehe [7] S. 7 und 67), dass n(n)/n — 0,
3(n)/n — 1, wenn n — oo, also

I = Iim(/(qiqz...q,,) =ae< + .

n—oo

L a, ~ b, (n - o0) bedeutet lim (ap/by) = 1.
n— o0
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Auf Grund des Satzes 7 erhalten wir den genauen Wert der Dimension von M :

log a
) =

dim M (41, 4z -+ Qs --2) = ————.
1 + loga
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Pe3ome

0 XAYCJOP®OBCKOI POSMEPHOCTU MHOXECTBA UMCEJI
C OrPAHMUYEHBIMU ITOCJEJOBATEJIBHOCTAMU LNUOP
B PAOAX KAHTOPA

TUBOP LAJIAT (Tibor Salat), Bpatucnasa

Iycts {g;};=1 TOCIEHOBATEILHOCTh HATYPATbHBIX 4YHCEN, TpuHYeM ¢, > 1
¥ 1mycTh lim sup g, = + 00.

Beskoe x € (0, 1) MOJXHO pa3JoXuTh B psg Kantopa

x = i . Gk(x)

k=144,493 .- qg

)

e &(x) npuuuMacT uessie 3Hauennus, 0 < g(x) < qx (k = 1,2, 3, ...) u 1y Gecko-

HEYHO MHOTO k BEPHO HEPaBEHCTBO g(x) < ¢, — 1. Uucma &(x) Mbl Ha3pBaeM Iud-

pamu uynciia x. Ha ocHoBe pe3ynbrantoB A. Penu o psgax KanTtopa MOXHO JIETKO

nokasathb (cM. Teopema 1), 4To MHOXKECTBO M, (415 G2, -+ Gy --.) BCEX TEX UHCEN

x €(0,1), amst xoTOpBIX lim sup &(x) < + oo, umeeT mepy JleGera pasny 0. ABTOp
k=

B HACTOSILEH CTATH PacCMaTpUBAET BEJIMYMHY XayCAOP(HOBCKOH pa3MEPHOCTH MHO-
xectBa M, (41, 4,5 --- Gy» --.) TIPU PA3ITMYHBIX TIOCIETOBATENBHOCTSIX {qy )= 4. Bee
Pe3yJIbTATHL BBIBEICHBI IIPU CIICTYIOLIMX MPEJOIOKEHUIAX O MOCIEHA0OBATENLHOCTH

{1

552



1) lim sup g, = + o0
k-
2) ms Besikoro € > 0 Y r

e 40
n=1(q1 gz .- q,)°

Ilpu 5THX NPEINONOXKEHHX aBTOp mokasanx, 4to dim M (4, 45, --- G .)=0
TOTHA ¥ TOJIBKO TOT/a, €CIIU

(A) limsupﬁ/(q1 vqy...q,) = +©

Ecia {g,}5- ; HeymobieTBopsieT ycnoBuo (A), TO aBTOP BHIBOJMT HEKOTOPbIE OLEHKH
s dim M (41, 42 - G -+ -
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