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YexocaoBanknii MaTeMaTHYeckuii xypuaa, t. 10 (85) 1960, Ilpara

L’APPLICATION DES VARIETES A CONNEXION A CERTAINS
PROBLEMES DE LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Aro1s Svec, Praha

(Recu le 17 juin 1959, aprés remaniements le 26 janvier 1960)

On étudie des espaces a connexion généraux en appliquant leur
théorie a 1’étude, du point de vue de la géométrie différentielle, de sur-
faces & connexion projective dans 1’espace & trois dimensions, et a la
théorie de systémes biparamétriques de droites dans ’espace euclidien
a n dimensions. Pour I’étude des espaces de Konig a connexion affine
généralisés on introduit un appareil analytique qui se réduit, dans le
cas des espaces a connexion affine, au calcul tensoriel classique.

Qu’il me soit permis de remercier M. A. URBAN de son analyse appro-
fondie du manuscrit et de ses nombreuses remarques critiques.

Lors de I’étude, faite du point de vue de la géométrie différentielle, de diffé-
rentes variétés dans les espaces & connexion, mais aussi dans des espaces sans
connexion, on s’apercoit d’une certaine affinité des méthodes de recherche. Dans
ce qui suit, je veux indiquer ces traits caractéristiques communs qui pourront
se révéler utiles surtout pour I’étude des espaces & connexion. Dans la premiere
partie, je généralise le calcul tensoriel classique en en obtenant un appareil de
calcul propre a I'étude des espaces de Konig généralisés; la seconde partie
est dédiée en principe a I’étude d’une surface plongée dans I'espace a trois
dimensions & connexion projective; la troisiéme partie traite une maniere
possible de se rendre maitre de la théorie de systémes biparamétriques généraux
de droites dans ’espace euclidien & plusieurs dimensions. C’est avec prémédita-
tion que je réunis en un seul travail 'étude d’objets qui paraissent avoir une
structure toute différente I'un de I’autre, je consideére néanmoins comme utile de
formuler de la fagon la plus générale possible et d’illustrer sur des exemples, ces
idées générales que nous suivons — parfois sans nous en rendre compte — lors
de nos recherches. Je sais fort bien que le présent article ne contient pas de résul-
tats concrets essentiels concernant les objets étudiés, je fais remarquer cepen-
dant & nouveaux qu’il s’agit ici plutét d’examiner les méthodes d’étude que
d’obtenir quelques résultats isolés concernant une classe étroite de variétés.
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I. NOTION DE VARIETE A CONNEXION, CALCUL
TENSORIEL GENERALISE

1. 1l existe différentes définitions des espaces & connexion et de leurs géné-
ralisations. Je ne veux pas m’occuper ici & les introduire et comparer, mais je
procéde tout de suite a la définition des variétés A, , (0 = p = n; 0 < r; n, p,r
entiers) @ connexion affine. Je soupgonne que I’on n’a pas étudié jusqu’a présent
de variétés introduites d’une maniére si générale, et que toutes les variétés a con-
nexion considérées dans la littérature (voir p. ex. [7], [9], [10], [11], [19], [20])
dont tous les espaces locaux sont affins, en sont un cas spécial, du moins dans un
certain sens. Pour bien rendre tous les détails, il faudrait cependant un autre
travail assez volumineux.

Définition de la variété Ay ,: Soit donné un domaine r-dimensionnel 2, de
parameétres, & chaque point (&) = (&, ..., &") de £, nous associons un espace
affin & n dimensions 4,(&) (appelé espace local) et son sous-espace 4,(&) (appelé
centre local). Soient maintenant (1£) et (2£) deux points du domaine £2,, alors
a chaque arc I'c Q, de points terminaux (X&), (2£) nous associons 1’affinité
(non-singuliere) A, : A,(*¢) — A,(2§). J’appelle géométrie de la variété A4,
I’étude des propriétés de I'objet que je viens de décrire.

Si je me borne au cas ol les affinités 4, n’ont de sens que pour des arcs
I' c Q, suffisament lisses, et si j’adopte d’autres hypothéses de restriction que je
ne veux pas préciser ici, je peux rendre la connexion de la variété 4, , (¢c’est-a-
dire le systéme d’affinités 4,-) par une formule analytique. Je choisis dans cha-
que espace local 4,(&) un repére {M(&); I,(£), ..., I.(£)} avec la seule condition
que {M(&); I,(&), ..., I,(&)} soit repére du centre 4,(&); ensuite soient
(1) I =T38), I, =T
des fonctions données sur £,. Si I’arc I" est donné d’une fagon paramétrique par
les équations

@) =), NSUSU; E0) =N, EC) =%,
formons le systéme d’équations différentielles

dN dse  dJ dse

= —J= = e _ I8 okl
(3) dz Fa(‘f(t)) a Ja B d& Faa(‘s(t)) de Jﬂ

pour le point N = N(¢) et les vecteurs J, = J,(t) de l'espace local A,(1&).
Considérons la solution du systéme précédent déterminée par les conditions
a lorigine

(4) Ny =M, Ju () =1,
1) Les indices parcourent les valeurs suivantes:
By ys...=1,..,n; A, B C,...=1,..,p;
a, b,ec, ... =1,...,7; M,N,P,...=p+1,..,n.
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{M,1,} étant la base de I'espace 4,(*&) choisie d’avance. L’affinité 4,.: 4,(*§) -
— 4,(*¢) sera alors déterminée par les relations

(%) Ap M(?8) = N(*t), ApI,(%6) = J,(*)
ou {M(2£), 1,(3£)} est la base de I’espace local A4,(2£) choisie d’avance.

On a l'habitude de dire que la variété 4, , est donnée par le systéme d’équa-
tions

(6) dM = w2l,, dI, = oll,
ou
wr=Idé, of =T% déo;

il faut entendre par cela qu’il est donné la regle précitée de construction des
affinités 4. J’appelle objet de connexion I'ensemble des fonctions I'%, T2 .

2. Soit donné un arc I'c 2, par les équations (2), ensuite soit donné dans
Pespace local 4,(&(t)) de chaque point de ’arc I" un ensemble de points &(¢).
Soit I', le segment de I’arc I" situé entre les points (1&) et (£(t)), donc ot 'on
a 1 < ¢ < 7; on peut évidemment parler de l'affinité 4, : 4,(&(z)) — 4,(1¢),
associée & ’arc I',. Par le développement du champ des ensembles &(t) le long de
Parc I' dans I’espace local 4,(*£) j’entends le systéme monoparamétrique des
ensembles &'(1) = 4, &(7), ¥ < v < 2, de cet espace. Il est clair que je peux
développer d’une facon évidente le champ des ensembles &(f) dans I’espace local
A, (&(t)) ot &(t) est un point arbitraire de ’arc I'; or si j’ai deux de tels dévelop-
pements &'(7), ©”(z7) dans deux espaces locaux A4,(&(')), 4.(§¢"), ¥ =t <
= t" = %, et si je désigne par A la partie de ’arc I" comprise entre les points
E(t') et &(t") (donc t' <t <t"), et par A, : A,(&(1")) — A, (&) Paffinité
associée & A, je dois avoir nécessairement 4, S"(7) = &'(7), ¥ < v < 2.

Dans la littérature courante on n’envisage pratiquement que le cas ou les
ensembles &(¢) coincident avec les centres 4,(&(t)). Or, on suppose par principe
des centres ponctuels (p = 0), dans ce cas-1a il est convenable d’identifier
I’ensemble des centres avec le domaine des paramétres £2,, et de parler, pour
S(t) = Ay(&(t)), du développement des courbes particuliéres de la variété Aj ,.
Mais il est faux de dire que la théorie de la variété 4j , est idéntique & I’étude
des développements de ses courbes particuliéres, car, en un certain point (&)
donné, il faut étudier & la fois le systéme des développements de toutes les
courbes qui passent par ce point.

3. Je vais donner la réponse au premier probléme fondamental de la théorie
des variétés A4, ,. Supposons que dans £, les paramétres soient transformés
conformément aux équations

(7) go = £Y(&Y), clest-d-dire & = go(ge), det [A%] F 0,
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ou j’adopte le systéme de notation habituel

() Ou = 008, AY = 0,8, AT = 0.8,

les repéres locaux étant transformés d’apres les équations

(9) M =M + oI, (o™ =0), I,=01, (o =0), det|o¥| 0.2
Introduisons encore les grandeurs ¢f, par les équations

(10) o;'a;’;, = 6;’,‘:

de sorte que I, = o3 I,; par différentiation (10) donne

(11) 9,07 = — o}‘,‘ o 9 oﬁ, 0,05 = — oﬁ,a 3,,05 .

Je demande maintenant comment il faut choisir, pour les nouveaux para-
meétres et les nouvelles bases locales, ’objet de connexion, pour que la géométrie

de la variété considérée ne change pas. En vertu des équations (6) et des équa-
tions analogues

(6") AM' =T%d& 1,,, dl, =1TI%,de I, ,

qui se correspondent par les transformations (7), (9), on peut trouver les équa-
tions de transformation de I’objet de connexion:

(12) Iy, = a“’ag,A“,F“ — 0% 0,0%
(13)  T% = oY ALY — 907 — 070l ol ALl + 0" 0% 00

Vu le caractére bien compliqué des équations précédentes il parait tres peu
probable qu’il soit possible de définir pour les variétés 4, , des objets, qui repré-
sentent une généralisation des tenseurs de torsion et de courbure, connus de la
théorie des espaces & connexion affine; or, dans ce qui va suivre, nous montre-
rons une construction naturelle de tel objets. Considérons les systémes de
fonctions

(14) Saw = 20,1 — 2F oL app s

(15) Ry = 200155 + 20,0

le systéme des fonctions S3,, soit Rg,4, soit appelé objet de torsion, soit respective-
ment tenseur de courbure. Par un calcul direct on trouve les lois de transforma-
tion sous la forme

(16) 8oy = oF AL AYSy, — 0" oY o AVAY RS,

(17) Ry = o5 o AL ARy, .

L’annulement du tenseur de courbure ou encore I’annulement simultané du
tenseur de courbure et de ’objet de torsion, ont donc une signification géo-

2) En ce qui concerne les indices affectés d’accents, j’adopte avec conséquence le
systéeme de notation employé p. ex. par M. J. A. ScHOUTEN dans Ricci-Calculus.
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métrique; pour p = 0 c’en est le cas aussi de 'annulement du seul objet de
torsion. La signification géométrique en question découle immédiatement des-
équations

(18) [do] = [0fwj] — $8G,[dé* A&,

a

(19) [dog] = [w}w)] 4 §R;,,[dé* A&,

a

si je tiens compte du fait que les équations
[dwf] = [olaf]
ou respectivement
[do?] = [wfo5], [dof] = [ow]]

représentent les conditions d’intégrabilité du systéme dI, = w1, ou du systéme
(6) respectivement. Les équations

(20) Sap = Ripa = 0

sont condition nécessaire et suffisante, pour que la variété considérée Ay, soit un
systéme a r paramelres de sous-espaces a p dimensions d’un certain espace affin
& n dimensions. La signification des conditions

(21) R:,. =0

aba

n’est qu’un peu plus compliquée. Tout espace local 4,(&) engendre un espace
vectoriel <7,(&), les affinités A, (qui déterminent la connexion de la variété)
induisent une transformation linéaire de ces espaces vectoriels locaux. L’équa-
tion (21), c’est la condition nécessaire et suffisante, pour que la transformation
linéaire des espaces locaux o7,(18), o7, (2&) soit indépendante de Uarc I' qui joint
les points (1£), (2&).

4. La forme des équations (17) nous conduit automatiquement & une défi-
nition générale de tenseur, convenable pour nos buts. Il faut remarquer qu’il
n’est pas nécessaire de définir la notion de tenseur sur la variété & connexion,
Aj ., mais qu’il est possible de ce contenter de la variété AV}, ,, définie comme
suit (il s’agit en principe de la variété 4;, ,, dépourvue de connexion): Soit donné
un domaine r-dimensionnel 2, de parameétres, & chaque point (&) = (&1, ..., &7)
de 0, soit associé un espace affin & n dimensions 4 ,(£) (appelé espace local) et
son sous-espace A,(&) (appelé centre). Supposons que nous ayons choisi dans
chaque espace local une base, de la maniére décrite pour les variétés A4 ,.
J’appelle alors tenseur (p/q; u/v) U'ensemble des fonctions T3 57 o o qui se
transforment, aux changements de parameétres (7).et de bases locales (9), sui-
vant les équations

LGN A A S o 5B Ba, A%
(22) Ty oo = o ool oAl
ay Aby by Moy .. .0p, .. .0y
s Age Ay AR TR g

On voit des équations (17) que Rj,; est un tenseur (0/1; 0/2).



Simplifions les notations: j’écrirai tenseur (p/q) au lieu de tenseur (p/q; 0/0),
un tenseur (1/0), ou bien (0/1) sera appelé vecteur contravariant, ou covariant
respectivement.

Je ne vais pas m’occuper de 'algébre tensorielle des tenseurs (p/q; u/v), car
le Lecteur trouvera lui-méme facilement les généralisations correspondantes de
la théorie algébrique de tenseurs au sens classique. Mais on peut étendre éga-
lement I’analyse tensorielle du cas classique au cas considéré. A savoir, on peut
définir la dérivée covariante d’un tenseur (p/q) par la formule suivante

P
25) VTR = Ay S TR e —
=

q Paq

1
B Xy, . O .
_21 T RPN by 1A T
i<
un calcul direct fait voir que V, T3 g7 est un tenseur (p/g; 0/1); le tenseur (p/q)
Ky By Oy, . O
(24) OTg: 5p = Vol gy d&®
s’appelle différenticlle covariante du tenseur (plq) Tg.. 47 '
La notion de dérivée covariante peut étre réduite d’une maniére usuelle & la
notion de dérivée covariante d’un vecteur contravariant; citons (en partie pour
des raisons pédagogiques) la signification géométrique de la différentielle
covariante dv* et par cela aussi de la dérivée covariante V,o* du vecteur v=. Soit
donnée une variété A; , par ses équations fondamentales (6), soit v* un vecteur

contravariant donné sur elle. Dans chaque espace local 4,(&) de la variété
considérée choisissons deux points P(&), @(¢), tels que

(25) Q&) = P(&) + v*(&) 1o(8) -
Alors, nous obtenons 1’équation formelle
(26) dQ = dP + Ve dée . I, = dP + v . I,

dont 'explication est la suivante: Fixons un espace local 4,(°), un nombre a,
1 < a < r, considérons ensuite ’arc
(27) §e =0 pour c+a, &=t,

te(0f* — &,% 4+ ¢), 0 < ¢ arbitraire, suffisamment petit .
En développant les courbes Q(£(¢)), P(&(t)) dans 1’espace local 4,,(°¢) j’obtiens
deux courbes Q(t), P(t) relativement au méme paramétre ¢. Soit %w=, resp. Tw,

le vecteur tangent & la courbe Q(t), resp. P(t), au point Q(°£%), ou P(°£9) resp.,
c’est-a-dire

d@) (dF) \

- = Quaf, , = = Pue], ,
(dt ©)=(8 dt Jey= sy

alors .

(28) Qw — P = (Ve ))— gy -



5. Montrons maintenant que la théorie précédente représente une généralisation
effective de la théorie classique des espaces & connexion affinne. Soit donnée une
variété n-dimensionnelle de paramétres 2,, & chaque point (£) € 2, soit associé
un espace local centro-affin 4,(&) a centre ponctuel M (&). Choisissons les bases
locales {M(&); I,(¢), --., I,(&)} des espaces locaux. Dans 2, soit donné un arc
paramétrisé (2), j’appelle vecteur tangent & cet arc au point &* = &%(t) le
vecteur

d s«
(29) I = a5 1,
de I’espace local 4,(&(t)). J’adopte la suivante convention importante qui lie les:
transformations des parametres dans 2, au choix des bases locales dans les
espaces locaux: Avec chaque transformation de parameétres (7) je fais simulta-
nément un changement des bases locales suivant les équations

(30) I, = A%I, , Ccest-a-dire I, = A%I,.

En vertu de cette convention la notion de vecteur tangent & une courbe para-
métrisée a une signification géométrique, ce qui découle des identités

g Jde Qe
I=Fl=Ap— L= Lo=1.

Supposons & présent que nous ayons un espace & connexion affine Ag, et
admettons les hypothéses suivantes:

1° lors de chaque transformation de paramétres (7) les bases locales chan-
gent suivant les équations (30), c’est-a-dire suivant les équations (9) ou

(31) o' =0, ¥ =4Y, o5 = A4%;

23

2° en développant un arc paramétrisé I" arbitraire (pris au sens expliqué
ci-dessus) dans 'espace local A4,(°¢) correspondant & un point (°£) arbitraire de
la variété Ag,, (°6) e I', nous obtenons un arc paramétrisé I c 4,(°); suppo-
sons que les vecteurs tangents aux arcs paramétrisés I" et I" coincident. Les
vecteurs tangents & I', ou I sont donnés, en vertu de (6) ou (29) respectivement.,
par
dss des

I=06—-1,, ou resp. I':F}’,"W

bar 1a

de sorte que la derniére hypothése est équivalente & la condition
(32) I's = o5 .

En substituant (31) dans (12) on obtient apres simplifications
(33) Iy = AT ALANTS, — AY 0,43

ce qui est ’équation bien connue pour la transformation des composantes de
connexion; 1’équation (13) se réduit alors a 6f = 6/"3‘:. Le tenseur R7,; est le
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tenseur de courbure bien connu, et 'objet S%, se réduit au tenseur de torsion
S5, = 217,

6. Soit donné, sur 4; ,, un tenseur (0/2) symétrique défini positif g, Chaque
espace local 4,(&) devient aussi espace euclidien £, (&) si je définis le produit
scalaire des vecteurs I = u+l,, I' = v2l, par la formule (I, I') = g,u*vt. Je
dirai que la connexion de la variété A, , est euclidienne (et je désignerai la variété
par By ,) si le produit scalaire ne change pas par translation, c’est-a-dire si

(34) vagaﬂ = aagaﬂ - F;uguﬂ - Fzﬁgau =0.
Formons le tenseur
(35) Rabﬂy = gayR:bﬁ .
Si B, , est un espace V,, de Riemann (c’est-a-dire si p = 0, r = n, S5, = 0), les
indices @, ..., «, ... prennent les valeurs 1, ..., n et le tenseur (35) vérifie les

identités fondamentales bien connues
R(ab)aﬂ = R[aba]ﬂ = Rab(aﬂ) = Rabaﬂ - Rmﬁab =0.
Dans le cas ol r 5= n, la seconde et la derniére des identités perdent leur sens, on
peut néanmoins démontrer les autres:
(36) R(abv)azﬂ = Rab(aﬂ) =0.
La premiére identité découle directement de la définition du tenseur de cour-
bure. A partir de (34) j’obtiens
aaabgaﬂ = gyﬂabPZa + gavabrzﬂ + gwﬂ ;“FZ:, +
+ ngF;oc l‘;:‘i + ngF;ﬁF;,a + gaw :ﬂrl(; ’
en échangeant a et b aux deux membres j’obtiens une autre équation et en la
soustrayant de la précédente je trouve (36).

A T’aide du tenseur métrique g,; on peut construire le tenseur (2/0) g=# défini
par les équations

(37) 97°9ys = 03 ;
les tenseurs g,4, g*# servent alors a éléver ou abaisser les indices (prenant les
valeurs 1, ..., n) de n’importe quel tenseur, de la maniére usuelle au calcul

tensoriel classique et dont on a déja profité a la définition (35) du tensor Ry,
La différentiation covariante de (37) donne aprés des modifications faciles

(38) Vg8 = 0.

7. Dans ce paragraphe, nous allons considérer seulement des variétés K,
dont les centres sont ponctuels; nous allons définir et déduire les équations
fondamentales des vecteurs de Killing.

Soit donc donnée une variété Ej, (désignons-la par 98,) par ses équations
fondamentales (6), soit v* un vecteur sur elle. A 'aide du vecteur v+, je vais
former de 8, tout une série de variétés I, — co < t < 0, du méme type. Le
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domaine de paramétres, les espaces locaux et les affinités entre eux qui déter-
minent la connexion seront les mémes pour 8, comme pour IB;; la variété I8,
aura pour centre dans ’espace local A,(&) le point *P = M + tv*l,. Il est tout
a fait clair qu’a chaque arc sur 8, il correspond un certain arc sur chaque variété
I8,. On trouve aisément que la variété I, est donnée par les équations
(39) diP = (I't + tV)dged,, dl, = I d&ol,.
On voit immédiatement que I'on a pour la différentielle d%s de I'arc de courbe
sur I8,
(40) (A1) = (A'P, A'P) = g, T5T% dge e +
+ tgap (LIV0F + IyV,0%) A€o dEP + 129, ,V 02 Vb d&2 dév .
La différentiation covariante de I’équation v* = g=fv, donne en vertu de (38)
Uégalité Vo= = g*#V v,, de sorte que
TV + TV = gofgPrTVo0, + =TV w,) =
=TIV, + IV, = 21V 0% .

L’équation (40) prend ainsi sa forme définitive
(41) (ds)? = (d%)?% 4 2tI,V,w, d&e A& 4 129, ,V 0 Vyvf d&e dEd .
Soit I' = °I" un arc sur Wy, et 1" arc sur W, qui lui correspond. Le vecteur v=
tel que (pour chaque arc I') ’arc °I" est de longeur extrémale parmi tous le ares tI”
est appelé vecteur de Killing; la condition nécessaire et suffisante pour que v* soit
un vecteur de Killing est que
(42) IV, = 0.
Dans le cas ou la variété considérée I8, est un espace de Riemann V,, on a (32)
et (42) se réduit & ’équation connue
(43) Vv = 0.

Le procédé de former des variétés & partir d’une certaine variété 4, , donnée,
mentionné ci-dessus, sera encore envisagé en détail dans ce qui suit.

II. VARIETES A CONNEXION PROJECTIVE

8. D’une maniére analogue & celle des variétés & connexion affine ou eucli-
dien, on peut définir aussi des variétés a connexion projective Py, . Citons briéve-
ment leur définition: A chaque point (£) d’'une variété r-dimensionnelle 2, de
parameétres soit associé un espace local P,(£) avec un sous-espace (centre) P,(£);
a chaque arc I' c 2, qui joint deux points (1£) et (2£) on associe une projectivité
P.: P,(*) — P,(2£). D’une maniére analytique, on peut déterminer la, conne-
xion de la variété P, en choisissant dans chaque-espace local P,(£) une base
locale {4(&), ..., 4,.(&)} telle que {Ay(£), ..., 4,(£)} soit base du centre P,(&);

ensuite on donne un systéme d’équations formelles3)
(44) d4, = wld;; o} =1L (&) dé, det |wi| 0.

3) Pour les indices j’accepte une nouvelle convention: 4, j,... = 0, ..., n.
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Supposons que P'arc I' soit (2), prenons le systéme d’équations différentielles

' dB; . dze
(45) o = a0

et cherchons la solution B; = B(t) située dans P, (1£) et déterminée par les
conditions & Porigine B,() = A,(*£). L’homographie P, sera alors donnée par
les relations P, B,(%) = A,(?£). 1l serait superflu d’expliquer encore une fois
la notion de développement d’un systéme &S(t) d’ensembles dans un espace
local.

Je passe & présent a certaines notions et remarqués fondamentales qui
joueront un réle principal dans nos considérations. Une variété Py, , fait naitre
beaucoup d’autres variétés du méme type. Les plus importants sont les deux ty-
pes de construction suivants (qu’on peut, bien entendue, combiner entre eux):

I. Soit £2,. un espace r*-dimensionnel de paramétres (r* =< r), & chaque
point () e £2,. soit associé un certain point (&) e £2, par les équations
(46) o= g™, 9
dans chaque espace local P,(&(5)) soit fixé un sous-espace Pp(n) & p* dimen-
sions. La variété Pp. , & construir a £,. pour son domaine paramétrique et les
espaces locaux P,(n) aux centres Pjy.(n); Phomographie Pj. entre les espaces

locaux P, (}), P,(*) (leur ensemble détermine la connexion de la variété Py, ,,)
déterminée par ’arc

(47) 0" =" 90 =1

est Pp: P,(1&) — P,(2§) o (L&) = (X&(1n)), (2&) = (2&(%)) et ' c L, a les équa-
tions & = &(n™(t)), # <t < 3.

La définition exacte précédente peut étre exprimée d’une fagon intuitive
comme suit: Je choisis dans la variété (2, des parameétres de la variété originale
P, , une certaine sous-variété (,. et je considére seulement ’ensemble des
espaces locaux de la variété P , qui correspondent aux points de 2,.. Dans ces
espaces locaux, je change arbitrairement les centres, mais les homographies
entre eux, qui déterminent la connexion de la nouvelle variété, restent les mé-
mes. Le transfer se fait, bien entendu, le long des courbes en Q,. seulement, or
elles se trouvent forcément dans Q, aussi.

Si je change les bases locales de telle fagon que la nouvelle base de I'espace
local P,(n) de la variété Py , soit {By(n), ..., B,(n)} et la base du centre cor-
respondant P, (n) soit {By(n), ..., Bp(n)} de sorte que

(48) B, =ojd;, A,=&iB;; ol =065, det [063,:| +0

B

J

LT =" M=t=

et si la connexion de la variété P, , est déterminée par les équations (44), il est
possible de trouver, par un calcul direct, que la connexion de la variété Py, , est
déterminée par les équations

1) Les indices a*, b*, ... = 1, ..., r*.
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;‘.Eu
a,,]a* .

Si les nouveaux centres Pj, coincident avec les centres originaux P,, nous
disons que P, , est plongée dans Pj, ,; si Py, c P,, nous disons qu’elle est faible-
ment plongée. -

(49) dB; = (&b}, 0% dn™ — a¥dal) B, ou (o =

a a

II. J’entends par dualisation P ,* d’une variété P, une variété du type
dont le domaine de parameétres est identique & celui de la variété I}, ,
et dont les espaces locaux [T (&) == P¥(&) et les centres I | (&) sont duels aux
espaces locaux P, (&) et, respectivement, aux centres P,(&); le centre P, se
dualisant comme un espace plongé dans P,. L’homographie P} : PE(1£) —
— P%(28), Pensemble de ces homographies déterminant la connexion de la va-
riété P ,.*, est Phomographie induite par ’homographie P : P, (&) — Pn(*¢)
(ensemble des homographies P, déterminant la connexion de la variété origi-

nale).

r
n-p-1n

Dit d’une fagon intuitive: Je laisse la variété P, , inchangée, seuls les espaces
locaux (et, naturellement, les centres aussi) seront remplacés par leurs dualisa-
tions. On a, bien entendu, P ,** = P_,,.

Considérons enfin expression analytique des variétés P} ,*. Supposons que
la variété P, soit donnée par les équations (44), mais que les repéres locaux
soient choisis de telle fagon que

(50) [Aoa Ab MRS} 4412] = ]
de sorte que
(51) =)ot + .. et =0.

Siles bases locales {4} sont déja fixées, choisissons les bases locales duelles dans

Pr(&)

(52) Ei = (* 1)1[A0s ERRS Az~]y[/11'+17 :An]

de sorte que nous aurons

(53) _ [4,B7] = o; . /
Si nous supposons que la connexion de la variété duelle soit déterminée par les
équations dE¢ = oK, alors il résulte de (53) que o} = — o}, c’est-a-dire que
la connexion de la variété P, ,* est donnée par les équations

(54) dEi = — wlB.

Pour terminer cette partie, j’introduis la notion d’espace tangent. Considérons
une variété Pg ,, donnée par les équations (44). De Iéquation d4, = (I;,4,) .
.dé&e il résulte ceci: Fixons un point A4,(°¢) de la variété envisagée et con-
struisons, dans P’espace local correspondant P, (°%), les tangentes de toutes les
courbes qui sont développements de courbes de la variété passant par le point
en question; ces tangentes-1a remplissent le sous-espace déterminé par les points
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Aq, T4, A,, ..., I1;, A,. Cet espace, appelé espace tangent, est & r dimensions au
maximum; dans ce qui suit, nous considérons exclusivement le cas, ot il est & r
dimensions exactement, c’est-a-dire nous supposons que la matrice ||/15,|| soit
de rang r.

Maintenant, il est déja facile de définir 'espace tangent 7'(°¢) & une variété
P, dans un de ses espaces P,(°f) c P,(°¢). Soit 8 une variété quelconque du
type Py, faiblement plongée dans la variété considérée, soit 7 son espace
tangent dans son centre, situé dans P,(°£); T'(°£) sera alors I’enveloppe linéaire
de tous les espaces 7q.

9. La géométrie différentielle locale étudie, en principe, les variétés S7, ,, ?)
plongées dans une autre variété S, ,,, ou bien les variétés associées & la variété
8}, » d'une des maniéres mentionnées ci-dessus. Je pense que p. ex. ’étude des
variétés Sj. ., (faiblement) plongées dans S}, devrait procéder systématique-
ment en passant par les trois étapes suivantes:

I. Etude des variétés S;:,n générales. On peut, en effet, considérer toute variété

;v » comme (faiblement) plongée dans une variété Sj, ,; I'étude de S;:,,, générale
est donc en fait identique & I’étude de S;,:,n c 8}, ., elle me semble étre toutefois
plus simple au point de vue des calculs.

II. Etude des variétés Sy, , dans certaines classes de variétés 8, n; soit plus
exactement: Les variétés S, , qui sont (faiblement) plongées dans des variétés
87, » d’une classe particuliére jouissent de certaines propriétés spéciales dont ne
jouit une 7, , générale; il s’agit de les trouver.

II1. Etude des problémes d’existence: Existe-t-il des variétés Sy , (faiblement)
plongées dans une variété S; , donnée et jouissantes de propriétés données, et
quel est leur degré de généralité.

J’espére que je montrerai 'utilité de ces idées déja dans le présent travail.
Dans le reste de ce chapitre, je vais m’occuper de la théorie des surfaces plon-
gées dans un espace & connexion projective, & trois dimensions. Je n’ai élaboré
que les commencements de cette théorie, mais je crois que pour la géométrie
différentielle projective il serait trés utile d’établir une théorie systématique
suivant la conception exposée ci-dessus.

10. La géométrie différentielle des surfaces dans des espaces & connexion
projective, a trois dimensions, a été étudiée déja par plusieurs auteurs, citons
a titre d’exemple les travaux [1], [4], [8], [15]. Or je crois, que seulement
Papplication des principes généraux mentionnés conduira & une étude vraiment
géométrique de ces surfaces-la. Je vais procéder donc & I'étude des variétés P,
que j’appellerai brievement surfaces & connexion projective au course de ce cha-
pitre (voire surfaces tout court).

Soient w!, w? deux formes de Pfaff linéairement indépendantes en différen-

5) La lettre S remplace ici n’importe quelle des lettres 4, K, P.
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tielles d£, d£2 de parameétres &', &2, les équations fondamentales d’une surface 7
sont alors

(55) d4,; = wld;, o) =dw, w*=[f}&, &) de,
[0'w?] 0, wg+ o) + o + of =0.°)

On a donc spécialement
(56) dd, = wyd, + oagdy .
Les points amAyy, agsdy étant par hypothése linéairement indépendants, on
peut spécialiser les repéres de fagon & avoir
(57) ayt = oM, cest-a-dire dd, = wid, + 0'd, + w4, .

Les asymptotiques de la surface m seront les courbes dont le plan osculateur

coincide avec le plan tangent en chacun de ses points; elles ont manifestement
I’équation différentielle

(58) [4,4.:4, d24,] = o'o} + 02w; =
= ajy(0Y)? + (a3e + az1) @' + aj(w?)? = 0.

Je vais étudier seules les surfaces qui ont un réseau d’asymptotiques, alors je
peux choisir les points A4,, 4, sur les tangentes asymptotiques de sorte que
I’équation des asymptotiques devient

(59) olw?=10.
On a done
(60) a}, = ay = 0.

Si je demande que les conditions (57) 4 (60) restent satisfaites, les change-
ments admissibles de formes seront

(61) o! = ro!t, ©?=sw? (rs % 0)

et ceux de bases locales seront

(62) Ay =004y, A, =034y + A, A, = o34, + o2d,,
Ay = o34, + A, + 3, + idy ;. adxliadad = 1.

Je vais étudier 'influence de (61) 4 (62) sur les formes w!. Je demande que
les équations transformées aient de nouveau la forme

(63)  dd, = wod, + w4, + w?d,, ddy = wyd,, o} =d.w.
En substituant dans (57) j’obtiens

4 0
(64:) DC}_ = 7'_10‘0 ) o(,g = 8—1063
6) Ici, en accord avec ce qui préceéde, a,b, ... = 1, 2; %y .. =0,...,3 M,N, ... =
=1,...,3.
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ce qui donne par substitution en (555,3)
3 - —3 /. 0y_1 .3...3
(65) a3y = (o)~ adrsad, , @z = (%) 7' xgTSa

On a donc aussi

(66) a3y + @y = (0‘3)_1 “grs(aiz + aj)
de sorte que I'on peut spécialiser les repéres de telle fagon que on ait
(67) @R + o = 2.

Pour les transformations (61) - (62) qui conservent les repéres ainsi spécialisés,
on a, bien entendu, aussi (64) et

(68) o = rls -l .
L’équation (67) permet de poser
(69) oy = aw? = (1 —h) 0, oy = ayo' = (1 + k) 0.

La fonction h = h(&Y, £2) sera alors invarianie par rapport a (65) + (68), on
Tappellera torsion de la surface z considérée.

Dans ce qui suit, je dirai pour abréger, que les repéres locaux de la surface =
sont normalement spécialisés, lorsque les équations suivantes seront vérifiées
(70) d4, = wid, + 04, + w4,

dd, = ngo + wiAl + oid, + (1 — h) 0?4,
dd, = w3d, + wyA, + w3d, + (1 4 h) w'd,,
dd; = w3d, + w34, + w§A2 + 034, .

11. Les coefficients ai;, az, vont jouer un réle trés important, ¢’est pourquoi

j’introduis pour eux une notation spéciale:

2 2 1 1
(71) 01 = ol + ape’, w0y = amo! + yo?.

Si nous passons d’'une spécialisation normale des repéres a une autre, les expres-
sions f et y changent suivant

(72) p =118, y =r-lsy.
J’appelle élément linéaire projectif de la surface = la forme

(73) p = P+ (@)

2mlw?
son invariance découle immédiatement des équations de transformation (61) et
(72). Je peux évidemment introduire aussi les formes élementaires de M. Bom-
piani
(w')?

w?

(74) F,=p , Fa=y

wl
Je vais regarder de plus prés les expressions &, 8, y. Soit donnée, sur la sur-
face 7, une couche de courbes non-asymptotiques

(75) w? — Jot =0,
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leurs tangentes sont donc les droites p = [4,, 4; + A4,]. D’aprés la con-
struction I. du paragraphe 8 nous formons de la surface considérée une variété
P}, en remplacant les centres ponctuels 4, par les droites p; j’ai étudié en détail
la variété de cette espéce dans mon travail [14], je appelle congruence de drottes
a connexion projective. Les surfaces développables de notre congruence L sont
évidemment données par 1’équation

(76) [Ay, A, + 14, dA,, d(4, + A4,)] = 0.

Pour toute couche de surfaces développables différente de (75), les points
A, 4+ 24,, dA, seront indépendants, son équation différentielle sera done

[A()a A17 Az) d(A1 + AAz)] =0
¢’est-a-dire ) :
(77) (I —h)w2+ A1 +h)wr=0.

J’obtiens la proposition que voici: Soit L la congruence de drovtes dont une sur-
face focale est la surface 7 considérée et dont une couche de surfaces développables
découpe sur 7 une couche de courbes non-asymptotiques. Alors la condition néces-
saire et suffisante pour que Uautre couche de surfaces développables découpe sur n
les asymptotiques w' = 0 (ou bien w* = 0), est que h = 1 (ou h = — 1 respecti-
vement).

Dans ce qui suit, je me borne aux surfaces pour lesquelles 22 == 1. Dans ce
cas-1a, 'autre couche de surfaces développables découpe sur 7 la couche

h+1
2 ‘ol — U e -
(78) ) Vo 0 ou 1 lh T

ce qui détermine, dans le faisceau des tangentes, en chaque point une projecti-
vité dont les droites doubles sont les deux tangentes asymptotiques; sa caracté-
ristique est

h+1
79 H=—.
(79) |

Cela détermine la signification géométrique de la torsion; la condition nécessaire
et suffisante, pour que la projectivité en question soit une tnvolution, est que h = 0
(j’appelle surfaces sans torsion les surfaces avec b = 0).
Sur 'asymptotique w? = 0 on a
(80) dd, = (and, + 4,) o*,
d4, = (a1, + and, + fA,) w*’
dd, = (e, + a;lAl + a§1A2 + 14 hd;) ot

done: La condition nécessaire et suffisante pour que Uasymplotiqgue w® = 0 se
développe (dans 'espace local de n’importe quel de ses points) en une droite, est
B = 0. Dans le cas ot B == 0, la condition nécessaire et suffisante, pour que
Pasymptotique w® = 0 se développe en une courbe plane, située nécessairement
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dans le plan tangent, est h = — 1. On peut caractériser d’une fagon analogue
les relations y = 0, ou encore ¥ &= 0, h = 1, en considérant I’asymptotique
wl =

12. Considérons la dualisation #* de la surface z. Comme les bases locales
{E?, E?, E', E°} ne sont pas normalement spécialisées, je passe aux bases

(81) F3=(1—h)1E, F2= — (1+h)E?, F'= — (1 —h) B,
Fo = go
ou ’on aura
(82) dF3 = (.)F? + o'F? + w?F!,
dF? = (1 4+ k)21 — h) w2F3 + dh — w2 F? —
3 l +h 2
— H_— w2Ft ++ (1 + k) w2F°,
At — (1 4 R)(L — By 03F® — L0 ape
3 1+h
(lfgbh +w1) F' 4+ (1 —h)w! F°,

dF° = (.)F® + ()F? + ()F* + (.)F°.

En comparant les équations (70) et (82) on voit qu’en passant de la surface =
& sa dualisation #* on obtient la substitution
(83
n Ay A, A, A3 ot ©® h B y
a* F3 F2 F1 FO o! 2 —h — (1 +A)(1 — k)1 — (1 —h)(1 +h)1y|"
J’obtiens Uélément linéaire projectif de la dualisation * en appliquant la substi-
tution (83) a (73):

(R B — (L — B (o)
2(1 — hz) olw? '

(84) F* =

13. Soient données deux surfaces et 7, dont les repéres soient normalement
spécialisés; supposons que les deux surfaces soient en transformation asymptoti-
que T : @ — 7, que I’'on peut sans doute exprimer sous la forme

(85) : o =ol, w?=ow?.
L’homographie tangente générale de la transformation 7' est évidemment
KA, = A°, KA, =iA,+ A,, KA = ud, + 4,,
KAy = xdo + 04, + apd, + x5d5 .
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Ici, naturellement, K est une homographie entre les espaces locaux des points
des deux surfaces, qui se correspondent en 7'. Un calcul direct donne

(87) K4,=A4,, Kd4,=d4,+ (0) — o) + Ao + uw?) 4, ,

K azd, = d24, + 2(0) — ) + Ao! + po?) dd, + ()4, +

+ DA, + DA, + DA,
ol (t:k = E:‘k - a;:k)
(88) @, = (th — to — 22)(1)? + (tiz - tgz + t;l — 2u + 20;) 0'w® +
+ (7 — »)(@?)?,
D, = (B — B)(@))? + (tj — ton + the — 224 + 2x5) 0l0? + (15 — lop — 2u)(@?)?,
Dy = 2(xg — 1) w'w?.

J’appelle transformation K-linéarisante de la correspondance 7' la transfor-
mation Z:

t = [4o, 0'4; + 0?d,] - Lt = [4,, P14, + P4, + P344],

qui associe 3 chaque tangente de la surface 7 au point 4, une certaine droite
de I’étoile de centre 4,. Ces transformations linéarisantes ont été introduites,
pour les correspondances entre des espaces, par E. Cech en [5]; dans notre cas,
&L jouit des propriétés sutvantes:

Soit y une courbe arbitraire sur 7z, ayant ¢ pour tangente, soit y la courbe sur
7 qui correspond & y, alors les courbes y et Ky ont un contact analytique de
premier ordre, et dans le cas out

1. #t est la droite indéfinie (c’est-a-dire @; = @, = @; = 0), elles ont un
contact analytique de second ordre;

2. @t coincide avec t (c’est-a-dire @3 = 0, 0@, — 2@, = 0), elles ont un
contact géométrique de second ordre, et il n’existe pas de point tel que leurs
projections de ce point aient un contact analytique de second ordre;

3. Zt ne coincide pas avec ¢, elles ont un contact analytique d’ordre un
exactement, et Z¢ est le lieu géométrique des points tels que leurs projections de
ce point ont un contact analytique de second ordre.

La direction mentionnée est tout de méme un peu inexacte: au lieu des
courbes y, y et Ky je devrais considérer leur développement dans les espaces
locaux. Dans le cas 1. ou 2. ¢ s’appelle tangente K-principale, ou K-caractéristique
respectivement. Si je me borne aux homographies pour lesquelles les droites
K-linéarisantes des tangentes sont elles-mémes tangentes (je 'obtiens en choi-
sissant o3 = 1), I’équation des courbes caractéristiques est wl®@, — 2@, = 0,
c’est-a-dire
(89) (B — B)(@Y)? + (a1 + th — ti + 205)(0?)? 0 +

+ (e — tie — b — 20) 0?2 — (¥ — ¥)(@?)* = 0.
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Les surfaces 7 et 7w sont en déformation projective de second ordre si pour toute
paire de points correspondants A, 4, il existe une homographie (appelée
osculatrice) entre les espaces locaux Py(A4,), Py(4,) telle que pour n’importe
quelle courbe y sur z qui passe par 4,, les courbes Ky*, »* ont un contact ana-
lytique de second ordre (y* et p* étant les développements de y et y dans
Py(A4,) et Py(A,) respectivement). Mais alors on a en vertu de (87) @; = @, =
= @, = 0 et & partir de (88) j'obtiens, pour ’homographie osculatrice (86) et les.

deux surfaces, les conditions que voici

(90) B=8, =17,
(91) 21:'5}1_’531, 2M=t§z”‘tg27 ag =1,
(92) 200, = t§2 - tiz - t;l y 20 = til - t?z - tgl .

Nous voyons donc que les propositions susvantes sont équivalentes:
A. les surfaces m et w sont en déformation projective de second ordre;

B. il existe des homographies K (pour chaque paire de points correspondants
des deux surfaces), pour lesquelles chaque tangente est K-principale;

C. 4l exuste des homographies K' (pour chaque paire de points correspondants
des deux surfaces), dont les courbes caractéristiques sont indéfintes;

D. les éléments linéaires projectifs des surfaces m et m coincident.

Si les deux surfaces sont en déformation projective, il existe co! d’homo-
graphies osculatrices K (4, u, &, &y, 5 sont déterminés par les équations (91),
(92)) et 03 d’homographies K’ mentionnées sous C (4, u, «z sont déterminés
par ’équation (91)). On voit également sans difficulté:

Les dualisations des surfaces m et 7 sont en déformation projective de second
ordre si et seulement st leurs éléments projectifs linéaires coincident (c’est-a-dire
si F* = F*). La condition nécessaire et suffisante, pour que la surface m soit en
déformation projective de second ordre avec sa dualisation 7*, est que

(93) F = F*, cest-a-dire f=yp=0.

Dans le travail [8], on a énoncé la proposition affirmant que toute surface
d’un espace & trois dimensions & connexion projective est en déformation pro-
jective de second ordre avec une surface de I’espace projectif. Or, cette propo-
sition n’est pas vraie, comme on voit aisément a la base de la théorie précedente.
En effet, si elle était vraie, alors toute surface m (c’est-a-dire variété me)
serait en déformation projective avec une surface de ’espace projectif, or cela
signifierait que n’importe quelle forme (73) saurait étre élément linéaire pro-
jectif d’une surface de I’espace projectif a trois dimensions (car on peut cer-
tainement considérer n’importe quelle forme (73) comme élément projectif
linéaire d’une variété Pf,_s). J’obtiens ainsi un seul résultat positif: pour ré-
pondre a la question de savoir si une surface donnée est en déformation pro-
jective de second ordre avec une surface de ’espace projectif, il suffit d’établir si
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son élément linéaire projectif est réalisable (c’est-a-dire s’il est élément d’une
surface de I’espace projectif). Mais j’arrive & une série de problémes nouveaux:
p- ex. caractériser géométriquerzent les variétés Py 5 qui sont en déformation
projective de second ordre avec une surface de 'espace projectif.

Mentionnons enfin la signification géométrique des courbes F = 0 et
F* = 0. Considérons de nouveaux deux surfaces m et @ en correspondance
asymptotique 7' (85) et ses homographies tangentes (86), toujours sous I’hypo-
theése ay = 1. Les courbes K-caractéristiques sont alors (89); il est sans doute
possible de choisir 'homographie K de telle maniére (par vérification des
équations (92)), que la 3-couche de ces courbes soit apolaire au réseau des
courbes asymptotiques. J’obtiens ainsi la signification géométrique des
courbes

(94) (B — B)e (y — PN =0

que j’appellerai courbes de Segre de la correspondance asymptotique 7'. J’appelle
courbes de Darboux de cette méme correspondance les courbes

(95) (B — B)@")* + (7 — »)(@?)* = 0.

Dans le cas ol la surface 7 est la dualisation de la surface x (ce qui veut dire que
7 = @*), on a en vertu de (83)

etk ot

et les courbes de Segre de la eorresp(;ndance asymptotique 7' : @ — 7* sont
Bl 4 h)(0?)? — y(1 — h)(@?)* =0,

c¢’est-a-dire en employant (79)

(96) H f(0')? — y(0?)? = 0.

Le birapport des 3-couches (o')? = 0, (0?)? = 0,

(97) Bl@?)® + p(w?)? =

et (96) est égal & — H, ce que caractérise géométriquement la 3-couche (97) qui
donne les courbes nulles de ’élément projectif linéaire . Duellement, on peut
trouver la signification géométrique des courbes F* = 0.

III. SYSTEMES A DEUX PARAMETRES DE DROITES EN E,

14. Les seules systémes & deux parameétres de droites des espaces & plusieurs
dimensions qui aient été étudiés jusqu’a présent sont ceux qu’on peut décom-
poser en deux systémes de surfaces développables (sans tenir compte du cas
limite de congruences paraboliques), une tentative d’étude générale a été faite
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dans [2], [3]. Je crois que c’est justement 1’absence de surfaces focales qui est la
raison principale du manque de résultats concernant les systémes généraux
& deux parametres de droites (que j’appellerai aussi congruences, dans ce qui
va suivre). Je vais montrer comment il est possible d’écarter ces difficultés dans
le cas de congruences de droites dans B, (c’est-a-dire dans 1’espace euclidien
a n dimensions); le Lecteur fera lui-méme une comparaison avec les résultats du
travail [16].

Soit donnée une congruence L de droites dans E, (n = 3). A chaque droite
p € L j’associe un repére orthonormal {M; I, ..., I} tel que M + tI,, — c0 <
< t < oo, soient les points de la droite p et la différentielle du vecteur I, soit
une combinaison linéaire des vecteurs I,, /5. Pour la congruence L j’ai alors les
équations fondamentales

(98) dM = wil,, dI, = oI, + oil,, dI, = o',
o’ —{—w;: =0 (¢=1,..,m A=2,...,n)
c’est-a-dire les équations de Pfaff (sous ’hypothése évidente de [wiwi] = 0)
(99) 0f =0 (x=4,...,n), o =do;+ b} (i=2..n).
Il en vient par différentiation extérieure

(100) [wiw3] + [wiws] = 0,

(101)  [wi(das — bawd + 3 ai)] + [od(dbs + aswt + 3 b = 0,
i=2 i=2
(102) [w¥(da? — ! — a® + DPwl — > arw)] +
=4

+ [@3(db?® + a® — D} — D brw2)] =0,
a=4

En vertu de (102), j’obtiens
(103) da2 = (a3 4 b2) ¢ + €1, Ob* = — (a® + b%) € + €',
0b2 = (b® — a?) ey, dad = (b® — a?) €} .

Par des raisonnements tout & fait analogues & ceux de [6], pp. 69—173, il est
possible d’obtenir (dans le cas général) une telle spécialisation des repéres que
Pon ait :

(104) w? = g cotg gpwl, = ptg g} .
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Les équations (100)—(102) donnent alors

(105) [wiwF] + [wiwf] =0 (x =4, ..., 1),
(106) [wf(daa _ bawg + o tg pwj +ﬁz4aﬂw;’;)] -

+ [w}(dd* 4 a*w) + o cotg pwf + Z Vog)] =0 (x =4,...,n),

(107) w; (———Q— w3 + o' + Z a“w“)]

sin ¢ cos @

-
+ | w} (s1n2 dp — cotg ¢ do + Z b“w“)] =

{wf (0052 @

+ (wf (——Q——-— o — ! — z b“w“)] =0.

sin ¢ cos @

dg + tgpdo — Za"‘wz) +

D’une fagon évidente, & la congruence L il est associé son indicatrice sphérique,
donnée par les équations
(108) dS =0, dI, = oll, + i, dI, = o', ;

cette indicatrice est située sur une hypersphére de centre S, elle est décrite par
le point N = S + I,. J’appelle espace faiblement tangent & la congruence L le
long de la droite p (formée de points M + tI,, — oo < ¢t << o) 'espace déter-
miné par le point M et par les vecteurs I, I,, I5, et qui a une construction géo-
métrique évidente: il contient la droite p et les vecteurs du plan tangent &
Pindicatrice sphérique au point correspondant & la droite p.

J’appelle surface quasifocale de la congruence L engendrée par la droite
p = p(u, v) la surface

F = M(u,v) + t(u, v) I,(u, v)

jouissant de la propriété suivante: La projection du plan tangent & la surface
(F) au point F(u,v) dans Pespace faiblement tangent 7s(%, v) le long de la
droite p(u, v) dans la direction de ’espace 7,_4(u, v), totalement perpendiculaire
& 75, passe par la droite p. On a donc pour la surface quasifocale

(109) dF =0 (modI,, I, Iy, ....1,).
Il découle de ,
dF = (tw] 4 ¢ cotg ¢ wl) I, + (o tg ¢ ] + twi) I,
(mod I,, I,, Iy, ..., I,)
que pour les surfaces quasifocales

(110) tw; +pcotgpwl =0, otgpwl +tw}=0.
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En éliminant o} : o}, j’obtiens t2 — g = 0, de sorte que la congruence L a (pour
la spécialisation du repére mentionnée) deua surfaces quasifocales Fy, = M 4
4+ oI,. Par la spécialisation (104) on a cependant exclu le cas de congruences
paraboliques (F; = F,).

11 résulte directement de la définition des surfaces quasifocales (et du fait
qu’elles sont deux au maximum) que chaque surface focale de la congruence L
est aussi sa surface quasifocale. Il n’est cependant pas tout & fait clair que ces
surfaces-1a définies d’une fagon un peu artificielle représentent la plus naturelle
généralisation des surfaces focales et que, dans une interprétation convenable,
elles jouissent de bien des propriétés des surfaces focales. Je vais donc faire voir
dans ce qui suit, comment on peut arriver & elles par une voie plus naturelle
quoique apparemment plus compliquée.

15. Soit donnée une variété P, (p = 1) & connexion projective. La variété
Py , sera dite sa variété focale si elle est faiblement plongée dans P}, , (cela veut
dire que chaque centre ponctuel de la variété focale Py, se trouve a I'intérieur
du centre correspondant de la variété P, ,) et si 'intersection du centre P,(&) de
la variété P, , et de I'espace tangent 7'(¢) & la variété Pg , au point correspon-
dant est de dimension un au moins; les points de la variété focale sont alors
foyers des centre P,(£). La variété P, , soit donnée par ses équations fonda-
mentales

(44) A4, = wid,; of = [T,(E) dé, det |l +0;

je demande quand la variété Pg, dont les espaces locaux et les homographies
entre eux sont les mémes que pour P ,, mais dont les centres sont les points
F = z,4°) est une variété focale. Comme I'espace tangent & la variété Py , est
formé de points

F =x,4°, B, = 03°A, + 2 Il' A, (a=1,...,71),

la matrice
4oy -+ Ay, By, ..., By|
doit étre de rang plus petit que p + r 4 1; autrement dit les points
C,=xeIl? " Ay, + 2 l12/ %4, , + ... + 2l A, (a=1,...,7)

doivent étre linéairement dépendants. Done, la condition nécessaire et suffisante
pour que F = x°A, soit foyer, est que la matrice
(111) lwel1| (@=1,...1 M =p+1,...n)
soit de rang plus petit que r. On peut déja montrer par des calculs directs que les

propriétés focales de la variété P, , sont en accord avec les propriétés focales de
la variété de co” de sous-espaces S, de ’espace projectif S,; voir p. ex. [12]. ~

7) Nouvelle convention: e, f, ... = 0,..,, p.
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Une autre notion importante et dont j’aurai besoin dans la suite, est celle de
variété normalisée. Une variété P, (0 < p = n — 1) sera dite fortement norma-
lisée si je choisis dans chaque espace local P,(&) deux espaces linéairement
indépendants P, (&) et P,_, (&) (p = k) tels que P (&) c P(&), (P,(&) est le
centre dans ’espace local P,(&); pour le cas de p = k voir les travaux précités
de Bortolotti); une variété P, fortement normalisée engendre alors une autre
P}, comme suit: les espaces locaux de la variété P, sont les espaces P(&) d;
centres P,(£), les domaines de parameétres 2, des variétés P ; et P, , coincident
soit
(2) Ea — fa(t) R 1 é t é’ 2t; "ta(lt) —_ 1541 s f“(zt) — 250;
un arc dans £,, soit I', sa partie comprise entre les points % et 7. Si P, :
P,(&(7)) = P,(*&) est 'homographie entre les espaces locaux aux extrémités de
l'arc I',, déterminée par la connexion de la variété P; , et correspondant & I'arc
I’,, considérons dans l’espace P,('¢) deux systémes monoparamétriques d’es-
paces

(112) R(t) =P, Pk(E(t)) , R'()=P, Pn—k—l(f(t)) ; t=t=2%.

Soit A le systéme (nécessairement unique) k-paramétrique de courbes sur la.
variété V;.,, formée d’espace R(t), qui jouit de la propriété que la tangente
3 une courbe du systéme A & son point d’intersection avec I’espace R(t) coupe
I’espace correspondant R’(f). Les courbes du systéme /1 déterminent une cer-
taine homographie P : R(1t) — R(%) telle que leurs points initiaux et finaux se
correspondent; ’homographie entre les espaces locaux P, (&) et P,(2£), corres-
pondant & I’arc I, sera alors Pi;'P : P, (1&) — P, (2£).

Redisons cela d’une maniére plus intuitive (quoique inexacte): Supposons.
d’abord que la variété originale P, , soit la variété de co” de sous-espaces P, de-
Pespace projectif P,. Faisons passer par chaque centre P,(£) un espace P, (&) qui
devra étre espace local de la nouvelle variété; choisissons ensuite des espaces.
P,_;_1(&) (ne coupant pas P.(&)). Pour chaque arc I"'c 2, (2), j’ai & construir
maintenant une projectivité entre les espaces P,(1£) et P.(2£), leur ensemble
déterminera la connexion de la variété P, ;. Je le fais comme ceci: Je considére:
les systémes d’espaces

Rk(t) = Pk(f(t)) B ;l—k_l(t) = Pn—k~1(§(t)) s

correspondant aux points de 'arc I" et je projette 'espace R, (%) de 'espace
R, _i_1(t) dans Pespace infiniment proche, etc. jusqu’a ce que j’arrive & I'espace
R,(?). L’ensemble de ces projections inifinitésimales engendre la projectivité
cherchée entre P,(1£) et P,(2£). Dans le cas d’une variété P}, générale je pro-
cede de la méme maniére avec la seule différence que je fais toutes les consi-
dérations citées apres le développement dans un espace local.

La variété P}, , soit donnée par les équations (44) et fortement normalisée de:
telle fagon que A, ..., 4,5, Apiy, - .- Ay soit la base de l'espace Py et 4. 4,, ..., 4

s4in
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soit la base de 1’espace P, _;_,, alors la variété P}, , correspondante est donnée
par les équations

(113) d4, = w 4, (w,v=0,...,k).

Remarque. Dans ce qui précéde, j’emploie la notion de normalisation forte
sans se servir du mot de normalisation tout court. Or, on nomme d’habitude
normalisation seulement le cas de normalisation forte ou l'’espace P,(&) est
I’espace tangent & la variété P, , le long du centre P,(&).

16. Les deux notions introduites dans ce qui précéde ont une application bien
importante (& mon avis pas tu dout exploitée jusqu’a présent) dans la théorie de
variétés d’espaces dans I’espace euclidien.

Dans l'espace euclidien & » dimensions £, soit donnée une variété & de oo*
de sous-espaces E,(£) (ce qui est un cas spécial de variété K, ,); I'espace B ,(£)
soit formé de points (4, ... =1, ..., p)

(114) X =ME +t"18), —o<t'<ow.

Je change la variété & en variété 2 du type P}, en complétant les espaces
euclidiens £, I,(&) en espaces projectifs. Maintenant, je normalise fortement
la variété 2 en fixant I”, comme ’extension projective de ’espace E, déterminé
par les points

(115) X=M+t'T, +t*0l,, —oo<t!, t'< o;

I’espace P,_,_, sera le sous-espace & l'infini de ’espace totalement perpendicu-
laire & ;. La variété & engendre ainsi une variété P}, ,. Vu le choix des espaces
P, _._1,leshomographies (déterminées par la connexion) entre les espaces locaux
de la variété P, jouissent de la propriété de se réduire aux congruences si
I’on se borne aux sous-espaces propres des espaces locaux. En écartant les

r

hyperplans & I'infini des espaces locaux de la variété P}, ,, j'obtiens d’elle une
variété K ;, associée d’une maniere univoque & la variété & donnée. J’appelle
géométrie intérieure de la variété & la géométrie de la variété K .

Dit de nouveau d’une fagon intuitive: Par chaque espace £, de la variété & je
fais passer un espace E,, déterminé par les points (115). Les espaces E, et B,
seront centres et espaces locaux de la variété E’,  dont je vais maintenant fixer
la connexion. Soit (2) un arc I' c 2, et soit & le systéme d’espaces locaux E,(t)
correspondant aux points de I’arc I". Je projette alors I’espace (') orthogona-
lement dans 'espace infiniment proche du systéme &, eri continuant jusqu’a
arriver & E,(2). Les congruences ainsi construites déterminent la connexion de
la variété E ;.

Il reste a expliquer la signification géométrique de I'espace (115). Soit K ,(°f)
un espace fixé de la variété &. Je forme une variété &° comme ceci: je choisis
dans E,(°) un point S et je fais passer par lui les espaces B ,(&) paralléles aux
espaces F,(£) de la variété &. L’espace tangent & la variété &5 le long de £ ,(°¢)
sera alors 'espace (115).
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Je me suis servi de la méthode que je viens de décrire, dans mon travail [16)
ol j’ai étudié les congruences de droites dans £, qui contiennent deux systémes
de surfaces développables. Mais on peut se servir de ces méthodes aussi pour
I’étude de systémes généraux L & deux paramétres de droites, soit plus exacte-
ment pour I’étude de leur géométrie intérieure. A chaque congruence L il cor-
respond une certaine variété Ef 3 dont I’étude nous dira beaucoup sur L. Si la
congruence L est donnée par le systéme (98), ’espace (115) sera exactement
I’espace 73, de sorte que la variété Ei?, correspondante est donnée par les équa-
tions

(116) dM = w'l, + o cotg ¢ w I, + o tg ¢ wil,,
I, = wil, + wily,
al, = — oyl; + w3l ,
dl; = — oI, — w3, .

On trouve aisément que ses surfaces focales (ce qui sont, au sens précité, des
variétés Eg ;) sont F,, = M + oI, elles déterminent donc sur chaque droite
pe L deux points; leur ensemble donne les deux surfaces quasifocales de la
congruence L.

Je suppose que les considérations de ci-dessus et les résultats de mon travail
[16] donnent ’espoir de la construction d’une théorie générale de systémes a
deux parameétres de droites dans K, qui généralise d’une facon naturelle la
théorie des congruences de droites dans Fs. Dans ce but, il faudra créer une
théorie des congruences de droites & connexion euclidienne, c’est-a-dire des
variétés Hi,, et appliquer ensuite cette théorie & la géométrie intérieure des
congruences de droites dans E,. Je remarque pour compléter que la théorie des
variétés Eﬁﬁ qui sont surfaces focales d’une variété Ef’,,, est étudiée dans la
premiére partie de mon travail [16], cf. aussi [17]. Le travail [13] contient des
résultats concernant les variétés Pi3, le travail [14] étudie les variétés Pia
plongées dans une variété Pi ; fixée.

Remarque. Il faut avertir qu’il n’est pas possible de considérer la théorie de
la congruence générale de droites & connexion euclidienne comme la géométrie
intérieure d’une congruences L dans E,. En effet, soit Ei:; donnée par les équa-
tions

(117) dN==+J,, dJ, =7y, 4+ 15=0 (xpB,...=1,2,3),
7% = %7} + o1}, r‘é:yri—{—eri, (3] =+0.

Si (117) provient par normalisation naturelle de la congruence de droites (98),
il doit y avoir des formes w?, ] telles que

2 2 3 3
(118) wl=17', wi=12, ®=13, =15, =1, wi=r1,

0 = a1t +ber], 0i=0 (x=4,...,n)
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et les équations (98) sont complétement intégrables. La dlfferentlatlon exté-
rieure des équations (118) donne

(119) [dl] = — [12'(%] — [r"rf] R
[def] = — [«33], [deY] = [ried],
(120) [2f] + [Fwg] = 0, §4[w;w§] O =0,

[ridos + 3 wof)] + [xdab + 3 b)) + (ietel] =0,

[(a27} + b7i) 3] + ()[7iw] = 0,

-pM N

R
]

[(a"‘n + b771) 3] + ()[7i7d] = 0.

uM:

La congruence (117) ne peut donc pas étre arbitraire, mais elle doit satisfaire
A (119).
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Pesome

NPUMEHEHUE MHOTOOBPA3MN CO CBA3HOCTBHIO B HEKOTOPHIX
HPOBJEMAX NUOO®EPEHIUAJILHON TEOMETPUN

AJIONC MIBEI] (Alois Svec), IIpara

Mmuoroo6pasue ¢ addunnoit csssaoctsio A, (0 = p = n; 0 < r) MBI onpe-
neisiem tak: Ilycrs 3amana r-mMepHast o6acTs napaMeTpoB £,, mycTb Kampoi
ee touke (£) = (&',...,&") comocraBieHo n-MepHOe a@PUHHOE IIPOCTPAHCTBO
A, (&) (T. Ha3. JIOKaJIBHOE IPOCTPAHCTBO) M ero mojnpocrpanctBo A,(&) (T. Ha3.
HEeHTP), mycTh KasKmoi gyre I' ¢ Q, ¢ konuessiMu Touramu (1€), (3) comocrasie-
Ho adunnoe coorBercTBume A, A,(*€) - A,(3¢). Ecin B KakI0M JOKAIBHOM
nupocrpanctse Beiopars 6asuc {M; J,, ..., J,} rax, wro {M;J,, ..., J,} Gasnc
HEHTPa, TO CBIBHOCTH JAaHa (IOT0GHO TOMY, KaK M JUIA IPOCTPaHCTB adduunoii
cBs3HocTH) ypaBHenuamu (6).1) O6wexr cpasmoctn I, 'S, mamensiercs upu
M3MEHCHUAX TtapamerpoB (7) u JloKaibHBIX 0asucor (9) cormacxo (12), (13);
o6berr kpydenus (14) m Tenmsop kpususubl (15) 1peobGpasyiorcs cOTIacHO
(16), (17). B ciiyuae S;, = R5,; = 06yner 4, , MHOr00oOpa3meM cOT IPOCTPAHCTH
A, B 4,. Mo nasosem (p/q; u/v)-remsopom Ha A}, COBOKYMHOCTH (yHKIMI,
KOTOpHIe 1peobpasyloTes coriacho (22); KoBapHaHTHOI mponaBofHoil (p/q; 0/0)-
rensopa masoBeM (p/q; 0/1)-rensop (23). YrasblBaeTcs reoMerpUICCKMUl CMBICT
teusopa Vyve. Ecimn 4, , obmagaer eBRIMIOBON CBA3HOCTHIO (T. €. €CIIM Ha HeM
JaH TEH30D Jup, I KOTOPOTO MMeeT MecTo (34)), TO MBI IIOJIyd4aeM TOKIECTBA
(36). [laercss reomerpmueckoe olpefeiieHre BekTopoB Hmiuimura, oXapaxre-
pU30BaHHBIX ypaBHeHumeMm (42).

1) Jljig MHIeKcoB UMeCM &, ... = 1
=0,... n.

e ya, coo=1, .04, ...=1, ..,pt, ... =
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AHaOrmuHO MOKHO OmpenemUTH MHOT000pasusa ¢ MPOEKTHBHOH CBSIZHOCTBIO
P . ypaBHenusMn (44) npu yciosum, 4ro TOUKU A, ..., A, sABIAsAOTCA Gasmcom
nenrpa. [loxkazano, KakuM 06pPasoM MOKHO U3 TAKOTO MHOI'0006Pasys NOCTPONTD
JanpHeiimue MEHOroo6pasus toro e Tuna. [lo Hamemy MHEHHIO MccilelOBaHKE
MHOrooGpasuit Sjp.,, norpyskennsix B Sp, (S =4, P,...), HymH0 6buI0 6hl
npoBecTH 110 cJjefyoneMy njany: 1. msydenme MHOrooOpasmii obmero Buia
;:,"; 2. mcenegoBanmMe MHOT000pPasmit S;Zvn B HEKOTOPBIX KJjaccaX MHOTIO-
obpasuii S}, ,; 3. BOIPOCH TOTPY’KaEMOCTH MHOT00Gpa3us Spen B S . Crasan-
HOe BBIIIC JIOKYMEHTHPYETCA Ha TeOPUM IOBEePXHOCTeH B TPeXMEPHOM IIPOCTPaH-
CTBE NPOEKTUBHOU CBA3HOCTH. JIOKabHble penepsl NOBEPXHOCTH (T. €. MHOTO-
o6pasus P§;) MOKHO cIENMagusupoBaTh Tak, uro mMeer mecto (70). Mopmbi
(73), (74) (rpe B w y mausl ypasuenusmu (71)) u pyuxnus b (1. Ha3. KpyUeHume)
WHBAPUAHTHBL. YKa3aH IEOMETPHUYECKHII CMBICII KpY4YeHWs W PaBeHCTB h =
= 4 1, =0,y = 0. Onpepensercs gyanusanus n* N0BepXHOCTH 77, HIPOEKTHB-
HBIIl JIMHEMHBI dJIeMeHT KOTOpoli uMmeer Buj (84). IlBe nmOoBepXHOCTH CBA3AHLI
TPOEKTHBHBIM M3rubaHueM, eclii M TOJBKO eclli WX IPOeKTUBHBIC JIMHEHHbIe
9JIeMeHTHl paBHBI MexsAy coboii. Ha ocnoBammm aToii TeopeMsl ompoBepraercsi
yreepsaenue Mypakkuau (Muracchini) B [8] o ToM, 4To Kaskias HOBEPXHOCTH
TPEeXMEPHOTO IPOCTPAHCTBA HPOEKTUBHOHM CBABHOCTH COCTOUT B IPOEKTUBHOM
n3rubaHNU BTOPOTO NOPANKA ¢ IMOBEPXHOCTHIO NPOEKTHMBHOTO NPOCTPAHCTBA.

Hakomen mcceflyioTea ABYXIapaMeTphuecKume cucTeMsl L npsiMbix B K.
3HaUYATENbHYIO POJb WIPAIOT KBasuOKAJbHBIE HOBEPXHOCTH, ONpEIeeHHBIe
rak: Ecinu nyu p(u, v) xonrpysunun obpasosar touxamu M(u, v) + tJ(u, v),
To moBepxHocTh F = M(u, v) + t(u, v) J(u, v) Gymer KBazu@oKaJIbHOIM, ecin
TPOeKNUsA KacaTeJIpHOM IIOCKOoCcTH moBepxHoctu (F) B Touke F(u, v) B mpoc-
TPAHCTBO 73(u, v) (o6pasoBannoe Touxoit M(u, v) B Bekropamu J(u, v), J,(u, v),
Jy(%, v)) B HaupapiicHUM BIOJIHE IEPIEHAMKYISIPHOTO K 73 HPOCTPAHCTBA
Nn—a(u, ) Wpoxomur uvepe3 upsimyio p. Iloxasano, ¥akuM o00pa3oM MOKHO
Kaykjoit cucreMe L conocraButh MHOrooGpasue Kz, reoMerpuio KOTOPOro Ml
Ha3BIBaeM BHYTpeHHeil reoMerpueil cucreMs L.
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