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Yexocaopanknii maTeMaTnyecknii mypHax, T. 8 (83) 1958, Ilpara

FONCTIONS ALEATOIRES D’INTERVALLE

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Recu le 29 mai 1957)

Dans cet article, auteur étudie les fonctions aléatoires d’intervalle,
en particulier les fonctions & accroissements indépendants. Il introduit
ensuite deux notions d’intégrale d’une telle fonction, analogues & la
notion bien connue d’intégrale de Burkill. Les propriétés de ces intégra-
les sont alors étudiées, compte tenu de la théorie des processus stocha-
stiques additifs et de la théorie des équations différentielles stochasti-
ques. Toute ’étude se fait du point de vue de Bernoulli seulement.

1. Notions et notations fondamentales

Soit (2, &, P) un champ de probabilité donné, désignons par X* I’ensemble
de toutes les variables aléatoires X, Y, ... (fonctions réelles, & valeurs finies,
mesurables-&) définies sur ce champ, et par X le sous-ensemble des variables
aléatoires dépendant de lois de répartition indéfiniment divisibles.

A toute variable aléatoire X ¢ X£* nous faisons correspondre sa fonction de
répartition

Fx(z) =Plo: X(w) < 2} (1.1)
et sa fonction caractéristique
ox(s) = [ exp (isX) dP(w) = [ e dFy(x) . (1.2)
2 —

Il est alors possible, dans tout intervalle — s, << s << sy ol ¢(8) + 0, de définir
le logarithme de cette fonction caractéristique, qui est appelé fonction-y de la
loi en question. C’est une fonction complexe de 'argument réel s, continue, et
s’annulant pour s = 0; elle est par 13 déterminée sans ambiguité (cf. [18], chap.
VIII, § 5). Si X € %, on sait bien que I'on a alors gx(s) = 0 pour chaque s réel
de sorte que pour les variables aléatoires de ¥ les fonetions-y correspondantes
peuvent étre définies sur tout ’axe réel.

A cbté de 1’égalité presque certaine X = Y de deux variables aléatoires, nous
emploierons le symbole d’équivalence X ~ Y pour désigner que les deux va-
riables aléatoires en question ont la méme loi de répartition:
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Une suite {X,} d’élements de X* sera dite convergente-B vers X e X*, ce que
T'on écrira par X ~ Blim X,, lorsque les fonctions de répartition des X,
n

o
tendent vers celle de X en tout point ou la derniére est continue. Il est évident
que la limite-B d’une suite convergente-B n’est déterminée qu’a I’équivalence ~
prées. Comme on le sait bien, il correspond & cette convergence-B la convergence
localement uniforme des fonctions caractéristiques correspondantes; pour les
conditions analogues qui sont & imposer, dans ce cas, aux fonctions-y, voir [18],
p. 199.

Si x est un nombre réel, le symbole V{x} dénotera la variable aléatoire véri-
fiant P{w: V{x} + 2} = 0. On a évidemment V{x} e X pour tout x réel.

A ¢6té de la convergence-B, nous emploierons aussi la convergence en proba-
bilité, que nous appellerons convergence-p. On sait bien que 1’on a alors

X =plim X, < V{0} ~ Blim (X, — X), (1.3)
X=plimX, = X ~BlimX, (1.4)

et pour tout x réel '
Via} = plim X, <= V{z} ~ Blim X, ; (L.5)

pour la démonstration de ces trois relations voir p. ex. [17], chap. IV, §13.

2. Fonetions aléatoires d’intervalle

Soit B = (— o0, o0) 'axe réel. Sauf avis contraire, nous comprendrons dans
ce qui suit par le mot ¢ntervalle toujours un intervalle borné demi-ouvert
{a, b) = {te R: a =t < b}, a = b, contenu dans E. Si I = {a, b) est un inter-
valle, le symbole || dénote sa longueur (b — a). L’intervalle vide sera désigné
par 9. Deux intervalles disjoints et non-vides seront appelés voisins s’ils ont
une extrémité commune; seront considérés comme voisins aussi deux inter-
valles queleconques dont un au moins est vide.

Une suite {I,} d’intervalles I, = {t,, t,) sera dite converger vers I = (%, '),
t < t' — nous écrirons alors 1, -1 — lorsque t, — ¢, t, —t'. Par contre, la
convergence vers U'intervalle vide, I, — 0, désignera le fait que |I,| — 0.

Si K est un intervalle non-vide, désignons par K le systéme de tous les sous-
intervalles J c K. Par fonction aléatoire d’intervalle définie dans K nous enten-
drons alors une transformation X faisant & chaque I e K correspondre une
variable aléatoire X(I)e X*. Si X(I)e X pour tout I ¢ K, nous dirons que la
fonction aléatoire X est du type ID. Toute fonction de ce type induit une autre
transformation qui fait & chaque I ¢ K correspondre la fonction-yp de la variable
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aléatoire X (I); cette fonction sera désignée par y(I, s), ou bien, si besoin est,
par py(l, s).%)

Nous dirons d’une fonction aléatoire d’intervalle qu’elle est & accroissements
ndépendants si pour tout nombre fini n d’intervalles disjoints ;¢ K, j =
=1,2,...,n, les variables aléatoires X([;), j = 1,2, ..., n, sont stochasti-
quement indépendantes. Dans ce qui suit nous nous occuperons presque
exclusivement de fonctions aléatoires & accroissements indépendants, aussi ne
répétons-nous pas cette supposition fondamentale & chaque occasion, les rares
exceptions étant toujours mentionnées explicitement.

Une fonction aléatoire d’intervalle X sera dite additive-B, ou additive-p, si
pour tout couple d’intervalles voisins I, I, ¢ K,?) nous avons

X(I, v I) ~ X(I) + X(I,), (2.1)
ou bien respectivement
X(I, v I,) = X(I,) + X(I,) . (2.2)
Il est évident que I'additivité-B est une conséquence de 'additivité-p, mais non
pas inversement.
Convenons de dire d’une fonction aléatoire d’intervalle X qu’elle est homo-
geéne si pour I, I, e K nous avons

\1] = |1, = X(I,) ~ X(I,) . (2.3)

Une fonction aléatoire X sera dite continue-B, ou encore continue-p, en J,
9 + J e K, si pour toute suite d’intervalles {I,} telle que I,, — J, on a

X(J) ~Blim X(I,), (2.4)
ou bien respectivement
X(J) = plim X(I,,) . (2.5)

De fagon analogue, nous dirons que la fonction X est continue en 9 si pour toute
suite {L,;}, I,, - 0, I, ¢ K,3) nous avons

Blim X(I,) ~ V{0} . (2.6)

Il résulte de (1.5) que dans ce cas la continuité-B et la continuité-p coincident.
Une fonction aléatoire X sera enfin dite continue (-B ou -p) sur J, J € K, si elle
est continue en tout I e J.

1) Siune fonction aléatoire n’est pas du type ID, on peut parler de la fonction-y corres-
pondante seulement dans le cas o1 elle peut étre définie dans un intervalle non-vide de la
variable s.

2) Les lettres K et K seront en général employées pour désigner le domaine (non-vide)
de définition de la fonction aléatoire considérée. )

3) Si (2.6) n’est valable que pour le cas de I, ¢ J, o1 J ¢ K, nous souligncrons cette
restriction en disant que X est continue en §) sur J; nous omettons toutefois ce détail s’il
s’agit de tout le domaine de définition de la fonction aléatoire en question.

{
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Théoréme 1. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K, continue
en 9. St elle est additive B, elle est ausst continue-B sur K. St elle est addivive-p,
elle est aussi continue-p sur K.

Démonstration. Supposons donc d’abord que X soit additive-B. Nous
avons alors nécessairement X () = V{0}. Soit ensuite J un intervalle non-vide,
J e K, et soit {I,} une suite d’intervalles tendant vers J. Posons maintenant
pour chaque #» naturel J, = I, n J. Il est alors possible — et cela d’une seule
facon — d’exprimer l'intervalle J comme une somme de trois intervalles dis-
joints J = J, u J, U J,, tels que: (a) J, et J, sont voisins, (b) J, et .J, le sont
également, (c) J, = @ = J, = 0. Nous aurons en tout cas J — I, = J, u J,.
D’une maniére analogue, I, peut étre exprimé comme I,, = I, u .J,ul,, lesinter-
valles I,,, J,, I, satisfont & trois conditions analogues aux conditions (a)—(c), et

nous avons de nouveau I, —J = I, u I,. En vertu de I’additivité-B supposée
nous avons alors pour tout n

X(J) ~ X(J,) + X () + X(Ja) (2.7)

X(I,) ~ X(J,,) + X(I,) + X(I;) . (2.8)
Maintenant comme I, —.J, nous avons nécessairement J, — @, J. — 0,
I, — 0, I, — 0 et, bien entendu, J, — J également. Or comme la fonction X est
supposée continue en @, nous obtenons & partir de (2.7) X(J) ~ B lim X(J,) et
& partir de (2.8) B lim X(I,) ~ Blim X(J,), donc en effet X(J) ~ B lim X(I,,).
Nous voyons que X est continue-B en J, J étant un intervalle arbitraire con-
tenu dans K. Pour la continuité-p la démonstration est tout a fait analogue.

Théoréme 2. Si-X est une fonction aléatoire d’intervalle homogéne et additive-B,
alors X est du type ID.

Démonstration. Soit I ¢ K, partageons l'intervalle I en n sous-intervalles
Q. . \ i .
disjoints I;, j = 1, 2, ..., n de longueur égale |[,] = - [|. En vertu de 1'addi-

tivité-B supposée nous avons alors X(I) ~ XX(I,). Les variables aléatoires
X(I;) sont stochastiquement indépendantes, car les intervalles I; sont dis-
joints, et elles ont une méme loi de répartition, car les intervalles I; sont tous
de méme longueur et X est homogene. Comme une telle décomposition est
possible pour tout n naturel, il est clair que X(I)e ¥, c: q. f. d.

Théoréme 3. Si X est une fonction aléatoire d’intervalle additive-B. et continue
en 9, alors X est du type I1D.

Démonstration. Soit e K, n > 0; nous divisons l'intervalle I en un
nombre fini d’intervalles disjoints I, j = 1, 2, ..., » tels que nous ayons

Plo: [X(L)] >} <9 (2.9)
pour j =1, 2, ..., n. Une telle décomposition est toujours possible.en raison de

la continuité en ® supposée. La fonction aléatoire X étant additive-B, nous
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avons alors X(I) ~ XX (I;) et les variables aléatoires X(I;) sont stochasti-
quement indépendantes. De 14 et de (2.9) il découle d’aprés [6], chap. III, § 4,
que 'on a X(I)e %, c. q. f. d.

I1 est aisé de voir que pour les fonctions aléatoires du type ID I'additivité-B
est équivalente & I’additivité de la fonction-y correspondante (additivité en I
pour tout s réel). Quant a I'additivité-p, on n’a pas de correspondance analogue.

Théordme 4. Si X est une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K, addi-
ttve-B, homogéne et continue en 9, alors sa fonction-y a la forme suivante

(I, s) = 1] . yls) , (2.10)
ol y, est une fonction-y correspondant & une loi indéfiniment divisible.

Démonstration. D’aprés notre théoréeme 2 la fonction est du type ID, la
fonction (I, s) est done bien définie pour tout I € K et pour tout s e B. Comme
X est en outre homogéne, il est facile de voir qu’il existe une fonction complexe
de deux variables réelles, soit ,(y, s), définie pour se R, 0 <y < |K|, et
vérifiant pour tout I e K ’égalité y(I, s) = (||, s). De Padditivité-B de la
fonction aléatoire X découle I’additivité (par rapport & y) de la fonction y,, de
sorte que

YY1, 8) + Vi(¥a 8) = Yi(Y1 + Y2 9) (2.11)

est valable pour tout se B, 0 < 4y, ¥5, ¥, + ¥, = |K|. En vertu de I'additivi-
té-B de X nous avons encore, comme nous savons déja, v,(0, s) = 0, tandis que
la continuité en ¢ de X entraine la continuité de y, au point y = 0. De 1a et de
(2.11) résulte alors que p, est nécessairement linéaire en y, c’est-a-dire que
Ion a (identiquement en se R) p;(y, s) = y wo(s), donc effectivement (2.10) a
lieu. Le fait que y, correspond & une loi indéfiniment divisible est alors une
conséquence immédiate de ce que X est du type ID; la démonstration de notre
théoréme se trouve par la achevée.

Nous dirons d’une fonction aléatoire d’intervalle X, définie dans K qu’elle est
absolument continue (dans K) si & chaque nombre positif ¢ on peut faire cor-
respondre un nombre positif J tel que pour tout systéme fini d’intervalles
disjoints ;e K, j=1,2,...,n0n a

Plo: | > X(I)| > el <e, (2.12)
i=1

n

pourvu que I'on ait > |I;| < 8. Toute fonction aléatoire qui est absolument
=1

continue est aussi continue en @; cela est presque trivial.

Théoréme 5. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle qui est absolument con-
tinue et supposons que sa fonction-y soit bien définie pour I € K, |s| < 8o, 8o > O.
Alors cette fonction (I, s) est, en tant qu’une fonction de I, aussi cbsolument
continue, pour les mémes valeurs de s.
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. Démonstration. Soit {I;}, j =1,2,...,n, un systéme fini d’intervalles
disjoints, I;e K. Lorsque X|I;| est suffisamment petit, la relation (2.12) est

n -
vérifiée. Soit ¢y la fonction caractéristique de la somme > X(7;). En vertu du
lemme cité dans [9], § 11, p. 52, nous avons alors i=1 '

lps(s) — 1] < (s + 2) e (2.13)
pour |s| < s,. Comme la-fonction lgz est continue dans tout voisinage (complexe)
suffissamment petit du point z = 1, il s’en ensuit que |lg @x(s)| < &1, si & est
suffisamment petit. Mais de 'autre coté nous avons évidemment lg gx(s) =
= Zy(I;, s), done pour |s| << s, I'implication

L <0 = [EZpl, 0)| < e

a lieu. Maintenant il n’y a plus de difficulté & montrer que

|Zl'ep(],~, s)| <e = zlly)(lj, )| < e, = &,
i= is

nous voyons donc en somme que, pour ¢ > 0, s, > 0 donnés, il est possible de
choisir 6 > 0 tel que ’on ait pour |s| << sy, I;¢ K

2

il <o = > vl s)] <e, (2.14)
j=1 i=1

I

c.q.f.d.

3. Définition des intégrales-(BB) et -(pB)

Soit K = (t, ¢') un intervalle non-vide, K C R. Nous appellerons partition de
Pintervalle K tout systéme fini 9 = {[,}, j = 1,2, ...,n d'intervalles [; =
=) telsquet =¢, <t =8, <...<t, , =t, =t, =1t Le nombre réel

»(2) = max |I;| sera appelé norme de la partition 2.
1<isn

Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K. A toute partition 9
de cet intervalle K faisons correspondre la variable aléatoire
S8(2,K,X)= > X, . (3.1)
Leo
Considérons maintenant les suites {2,} de partitions de l'intervalle K telles
que »(2,) — 0. Si pour chacune de ces suites il existe une limite-B (ou bien une
limite-p) de la suite correspondante des variables aléatoires S(Z,, K, X), alors
cette limite sera appelée intégrale-(BB), ou intégrale-(pB) respectivement, de la
fonction aléatoire X dans l'intervalle K, ce qui s’écrira par

(BB)-[X ~ Blim 8(2,, K, X), 3.2)
K
ou bien respectivement

(B)-[X = plim §(2,, K, X). (3.3)
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Il est aisé de voir que ces limites, si elles existent, sont nécessairement indé-
pendantes du choix particulier de la suite de partitions &,, pourvu que celle-ci
vérifie, bien entendu, la condition »(2,) — 0. En effet, si nous avons deux de tel-
les suites, soit {2, } et {2, }, nous n’avons qu’a les combiner en posant 2,, = 2,
Dopoz = Dy kb =1, 2, ..., la suite {8(2,, K, X)} ainsi engendrée doit avoir aussi
une limite, nécessairement égale!) aux limites des suites {S(Z,, K, X)} et
{S(@Z, K, X)} qui coincident donc 'une avec I'autre, c. q. f. d.

Pour simplifier nos expressions, nous appellerons intégrable, -(BB) ou -(pB)
respectivement, dans K, toute fonction aléatoire d’intervalle X définie dans K
et telle que son intégrale, -(BB) ou -(pB), existe dans chaque intervalle J ¢ K. 11
est clair que I'intégrabilité-(pB) entraine I'intégrabilité-(BB). Pour les fonctions
aléatoires intégrables, nous pouvons alors introduire la notion d’intégrale
indéfinie, en entendant par 1a la fonction aléatoire d’intervalle, soit Z p. ex.,
vérifiant pour la fonction X donnée soit

Z(J) ~ (BB)- {x , (3.4)

soit respectivement
Z(J) = (pB)-JfX, (3.5)

pour tout intervalle J ¢ K.

Remarque. Il est clair qu’il serait possible de développer la théorie de
I'intégrale-(BB) en se passant de 'emploi de 'appareil des variables aléatoires et
en s’exprimant exclusivement en termes de lois de répartition. Si nous avons
choisi cette maniére de parler qui est un peu plus compliquée, ¢’était unique-
ment & cause du parallélisme existant entre la théorie de l'intégrale-(BB) et
celle de I'intégrale-(pB), qui est ainsi mis en relief beaucoup plus nettement. De
Pautre co6té, il faut avouer que I'inconvénient (peu important d’ailleurs, car
nous nous bornons au point de vue de Bernoulli) de notre conception consiste
en ce qu’elle nécessite certaines suppositions concernant le champ de proba-
bilité fondamental (2, &, P); nous supposons en effet partout que toutes les
variables aléatoires dont nous avons besoin existent sur le champ donné.

Il est & remarquer encore qu’il serait possible aussi de développer une théorie
de fonctions aléatoires d’intervalle sans se borner au point de vue de Bernoulli,
donc une théorie opérant avec les notions de fonction-échantillon (sample-
functions) et de mesure dans les espaces-produits (cf. [6]). Cette théorie ferait
surgir, bien entendu, une quantité de problémes intéressants qui ne se posent
pas pour notre théorie bernoullienne, p. ex. en connexion avec ia notion d’inté-
grale-indéfinie d’une fonction aléatoire d’intervalle X donnée. Comme nous nous

4) Il est toutefois clair qu’une intégrale-(BB) n’est déterminée qu’a 1’équivalence ~
pres, c’est done ainsi qu’il faut comprendre aussi la coincidence des limites-B de diffé-
rentes suites {S(2,, K, X)}.
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sommes borné au point de vue de Bernoulli, nous ne voulons pas insister sur ces
questions; nous y reviendrons d’ailleurs encore paragraphe 7 en y montrant une
voie conduisant & leur solution.

Nous allons montrer maintenant que les notions d’intégrale introduites
ci-dessus ne sont pas dépourvues de sens, c’est-a-dire qu’il existe effectivement
des fonctions intégrables. Nous avons en effet le

Théoréme 6. St X est une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K et addi -
tive-B, alors elle est intégrable-(BB) dans K et I'on a pour tout intervalle J ¢ K

X(J) ~ (BB)- fo . (3.6)

Si X est additive-p, elle est ausst intégrable-(pB) dans K et pour tout J € K on a
X(J) = (pB)-JfX. (3.7)

Pour démontrer ce théoréeme il suffit de se rendre compte de ce que I'addi-
tivité-B entraine I’équivalence X(J) ~ S(Z2, J, X) valable pour toute partition
2 de l'intervalle J considéré; de fagon analogue, 'additivité-p entraine I'égalité
X(J) = 8(2,J, X). En procédant ensuite au passage & la limite (-B ou -p
respectivement) on obtient de la les relations (3.6) ou (3.7), c. q. f. d.

Dans ce qui suit, nous laissons pour I'instant de coté les problemes d’existence
auxquels nous reviendrons cependant au paragraphe 7, et nous allons étudier
d’abord certaines propriétés fondamentales des intégrales-(BB) et -(pB), dont
la connaissance nous sera d’ailleurs utile méme pour la solution des problémes
mentionnés. '

4. Propriétés des intégrales-(BB) et -(pB)

Théoréme 7. L’intégrale-(BB) indéfinie d’une fonction aléatoire d’intervalle X
définie et intégrable-(BB) dans K y est additive-B.

L’intégrale-(pB) indéfinie d’une fonction aléatoire d’intervalle X définie et
intégrable-(pB) dans K y est additive-p.

Démonstration. Soient J,, J, deux intervalles voisins, J, u J, = J ¢ K.
Soient {2"} et {2’} deux suites de partitions des intervalles J; et J, respecti-
vement, soit {Z,,} la suite de partitions de I'intervalle J que ’on obtient en com-
binant les termes correspondants des deux suites données. Si »(2{") — 0 et
»(2P) — 0, alors »(2,) — 0 également. En méme temps nous avons pour
chaque n naturel 'égalité

S@P, Ty, X) + 8@P, Iy, X) = 8@, I, X),  (4])
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es deux termes du premier membre étant stochastiquement indépendants. Si X
est intégrable-(BB) dans K, nous pouvons passer en (4.1) & la limite-B en
obtenant ainsi ’équivalence (les intégrales dans J, et J, étant supposées indé-
pendantes)

(BB)-JfX + (BB)-JfX ~ (BB)—JfX. (4.2)

Si X est intégrable-(pB), nous pouvons passer & la limite-p en obtenant ainsi de
(4.1) PPégalité

(pB)-JfX -+ (pB)'JfX = (pB)-JfX, (4.3)

c.q.f.d.

Les conditions du théoréme 7 peuvent encore étre affaiblies, & savoir de la
facon suivante:

Théoréme 8. Soient J,, J, deux intervalles voisins, J, v J, = J ¢ K. Suppo-
sons que pour la fonction aléatoire X donnée les intégrales, -(BB) ou -(pB) respecti-
vement, existent dans les trois intervalles J, J,, J. Alors (4.2), ou (4.3) respecti-
vement, a liew.

Théoréme 9. L’intégrale, -(BB) ou -(pB) respectivement, indéfinie d’une fonction
aléatoire X homogéne et intégrable, -(BB) ou -(pB) respectivement, est elle aussi
homogeéne.

Démonstration. Soient J,,J, deux sous-intervalles de K, |J,| = |J,|.
A toute partition 0 = {I;} de l'intervalle J; on peut faire correspondre une
partition 2® = {I} de lintervalle J, telle que I'on ait |I;| = |I;| pour tout j.
En vertu de I’homogénéité de la fonction aléatoire X on aura alors S(2M,.J,, X) ~
~ 8(2®, J,, X). Si Pon a donc une suite {2’} de partitions de I'intervalle J,
vérifiant »(2{) — 0 et la suite correspondante {2} de partitions de I'inter-
valle J,, on obtient & partir de ’équivalence mentionnée par un passage 3 la
limite correspondante soit

(BB)-[X ~ (BB)-[X, (4.4)
A A
soit
(pB)-JfX ~ (pB)—JfX, (4.5)

ce qui prouve 1’énoncé.

Théoréme 10. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie et absolument
continue dans K. St elle est intégrable, -(BB) ou -(pB) respectivement, alors son
tntégrale-(BB) ou -(pB) resp., indéfinie est ausst absolument continue.

Démonstration. Soit ¢ >> 0, il est alors possible de trouver é > 0 tel que
nous ayons

P {w: =X (1) > ij—} < (4.6)

e
2
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pour tout systéme fini {I,} d’intervalles disjoints, I e K, et vérifiant Z|I| < 6.
Supposons que X soit intégrable-(BB) et soit Z son intégrale indéfinie. Considé-

rons maintenant, pour un tel systéme {I,};; donné, m suites {Z"}, ..., {2}
de partitions des intervalles I, k=1, 2,..., m, vérifiant »(2%) — 0 lorsque

n — 00. Nous avons évidemment

m m

> Z(I) -:.kZlB lim S(2®, I, X) ~ Blim > S(@®, I, X) .

=1 N—>00 n—m k=1

Or en vertu de (4.6) nous avons pour tout % naturel

P {w:

d’ou nous obtenons par le passage & la limite-B, lorsque n — oo, I'inégalité

P {w: i Z(I,)
k=1

done I'intégrale-(BB) indéfinie Z est absolument continue.

St ton| -5
Pt | 4 Z

‘ e e
>a}§P{w:iZZ(Ik){ >.—2—}§3<s,

k=1 =

Pour le cas de l'intégrale-(pB) nous pouvons procéder d’'une maniére tout
a fait analogue; une autre voie conduisant a la démonstration du théoréme 10
pour l'intégrale-(pB) sera d’ailleurs donnée par la propriété (o) mentionnée
ci-dessous.

Théoréme 11. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle admettant une inté-
grale-(BB) dans K. Supposons que pour tout intervalle I ¢ K nous ayons E[X(I)] <
<< co et qu’il existe pour chaque ¢ > 0 un nombre positif a tel que pour toute par-
tition @ de Uintervalle K nous ayons

]]'ax dFg(x)| <e et ]fzz, dFg(z)| <e, | 4.7

ot F g désigne la fonction de répartition de la somme S(2, K, X). Alors la fonction
(non-aléatoire) d’intervalle E[X(I)] admet une intégrale de Burkill dans K et
Uégalité suivante a liew

[E[X(I)] =E[(BB)-[X]. . (4.8)
K K
Démonstration. Etant donné une suite {2,} de partitions de'intervalle K,

vérifiant »(2,) - 0 lorsque 7 — 0o, considérons la suite correspondante
{8(2,, K, X)};>_,. Nous avons d’un coté 1’égalité

E[S(‘@m K, x)] = Z E[X(Ik)] ) # (49)

I e,
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de Tautre coté les conditions du théoréme assurent, en vertu d’une modifi-
cation du théoréme bien connu de Helly (voir pour cela [12], p. 428, théoreme
152), la validité de la relation
limE[S(2,, K, X)] = E[B lim 8(Z,, K, X)] . (4.10)

En combinant (4.9), (4.10), la définition de I'intégrale-(BEB) et celle de I'inté-
grale de Burkill, nous obtenons (4.8), c. q. f. d.

I1 est possible d’énoncer un théoréme analogue pour la variance D[ X (I)].
11 suffit pour cela de remplacer dans 1’énoncé du théoreme précédent le sym-
bole E parD? et la condition (4.7) par

[[a2dFg(x)] <& et |[fa?dFg(x)] <e. (4.11)

Nous obtenons ainsi 1’égalité

DX (I)] =D¥(BB)-[X]. (4.12)
K K

Il n’y aurait pas de difficulté non plus & formuler des théorémes analogues
aussi pour les cumulants d’ordres supérieurs. En méme temps nous pourrions
encore affaiblir sensiblement les conditions du théoréme en n’exigeant l'exis-
tence des cumulants finis que pour les intervalles suffisamment petits et en
n’imposant les conditions (4.7), (4.11) etc. qu’aux partitions dont la norme est
suffisamment petite.

11 est clair cependant que l'intégrale-(BB) d’une fonction aléatoire d’inter-
valle peut avoir sa valeur moyenne finie méme s’il n’existe aucun intervalle
I e K tel que E[X ()] < 0. Peut servir d’exemple la fonction aléatoire homo-
géne du type ID et dont la fonction-y est p(I, s) = — |s| . |I[?: son intégrale-
(BB) est nulle presque stirement dans tout sous-intervalle de K.

Le théoréme 11 et ses modifications, dont nous venons de parler, ont pour
conséquence I'important théoréme suivant que 'on peut d’ailleurs démontrer
aussi directement sans difficulté. Il montre la parenté qu’il y a entre la notion
d’intégrale-(BB) et celle d’intégrale de Burkill.

Théoréme 12. Soit f une fonction réelle d’intervalle définie dans K et soit X une
fonction aléatoire d’intervalle définie dans K également et vérifiant pour tout
I e K Pégalité X(I) = V{f(I)}. Alors la fonction aléatoire X est intégrable-(pB)
dans K si et seulement si la fonction f admet dans K une intégrale de Burkill; on
aura alors pour tout intervalle J ¢ K°)

(pB)-fX = V{Jff(l)} . (4.13)

5) Il est aisé de voir que dans ce cas I'intégrabilité-(pB) de la fonction aléatoire X
coincide avec son intégrabilité-(BB), cela découle de la relation (1.5).
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Démonstration. A. Supposons d’abord que X soit intégrable-(pB) dans K.
Soit J € K, pour toute partition 2 de I'intervalle J nous avons ’égalité S(2,
J, X) = V{3 {(I;)}. Or pour toute suite {Z,} de partitions de .J, vérifiant

9

v(Z2,) — 0, il existe une limite-p de la suite correspondante {S(Z,, J, X)}, donc

aussi une limite de la suite {>f(I})}, ce qui prouve 'existence de I'intégrale de
’(/Z’n
Burkill de la fonction £, et en méme temps 1’égalité (4.13).

B. Supposons maintenant que I'intégrale de Burkill de la fonction f existe
dans lintervalle J en question. Alors il existe aussi pour toute suite {2,} de
partitions de lintervalle J, vérifiant »(2,) = 0 lorsque 7 — oo, une limite

de la suite des sommes > f(I,). Or de 13 s’ensuit déja I'existence d’une limite-B
7, '
de la suite {V{Zf(] W1 = {8(2,, J, X};_,, donc d’apres (1.5) aussi 'existence
2

d’une limite-p de cette suite. La fonction aléatoire X est donc bien intégrable-
(pB) dans K, c. q. f. d.

Nous voyons donc que I'intégrale de Burkill peut étre considérée comme un
cas spécial de I'intégrale-(pB), ou bien aussi de 'intégrale-(BB).

11 est facile de voir que l’opération de former une intégrale-(BB) ou une
intégrale-(pB) est additive et homogene: étant donné deux fonctions aléatoires
X et Y, stochastiquement indépendantes 1’'une de 1’autre, définies et intégrables-
(BB) dans K, et deux nombres réels a et b, soit Z une fonction aléatoire d’inter-
valle vérifiant Z(I) ~ aX(I) 4+ bY(I) pour tout /e K. Alors Z est aussi
intégrable-(BB) dans K et I'on a

(BB)-[Z ~a. (BB)-[X+b.(BB)-[Y (4.14)
J T J

Ipour tout J ¢ K, les deux intégrales du second membre étant supposées sto-
chastiquement indépendants.
Si au lieu de I'intégrabilité-(BB) de X et Y nous supposons I'intégrabilité-(pB)
et que Z vérifie en méme temps 1’égalité Z(I) = aX(I) 4 bY(I) pour I ¢ K,
nous obtenons l'intégrabilité-(pB) de la fonction aléatoire Z et au lieu de (4.14)
I'égalité
(B)-JZ = a. (pB)-[X +b. (pB)]Y, (4.15)
valable poﬁr tout J ¢ K.
La démonstration de ces relations est évidente.

Nous allons signaler encore deux propriétés remarquables, quoique presque
triviales, de l'intégrale-(pB), qui correspondent aux propriétés analogues de
Pintégrale de Burkill (voir [21], 5.1, 5.5). ‘
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(o) 8¢ X est une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K et admettant une
intégrale-(pB) dans K, alors pour chaque ¢ > 0 il existe 6 > 0 tel que pour toute
partition D de Uintervalle K vérifiant v(2) << 6 nous avons

P{w: [(pB)-I{X —8(2,K, X)| > ¢} <e. (4.16)

(B) Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie et intégrable-(pB) dans K,
soit Z son intégrale-(pB) indéfinie, alors pour chaque intervalle J ¢ K nmous
avons

(pB)- Jf(x —2Z) = V{0}. (4.17)

A T’aide de la propriété (o) nous pouvons démontrer le théoréme suivant

Théoréme 13. Soit X une fonction aléatoire d’imtervalle définie et intégrable-
{pB) dans K. Si X est continue en 9, son intégrale-(pB) indéfinie Uest également.

Démonstration.®) Soit ¢ un nombre positif arbitraire. D’apres («) il existe

alors § > 0 tel que pour toute partition 2 de l'intervalle K vérifiant »(2) < 6
on a

P{w: l(pB)-fX — 8(2,K, X)l > i—} < i— ) (4.18)
K
Mais il est possible de choisir notre ¢ si petit que I’on ait en méme temps
& €
P{w. 1X(I)| > Z} <7 (4.19)

pour tout intervalle I ¢ K de longueur |I| < 6; cela résulte de la continuité en ¢
supposée. Maintenant nous allons montrer que pour tout intervalle J ¢ K on a

|[J| < 6 = P{w: |(pB)-[X]| > ¢} <e. (4.20)
J

En effet, soit J € K, |J| < 0 et soient J,, J, les deux intervalles voisins de J et
tels que J, uJ u J, = K. Nous appliquons («) aux deux intervalles J, et J,:
pour des partitions 2, et &, de J, et J, respectivement nous aurons

o

pourvu que les normes »(2,), ¥(Z,) soient suffisamment petites. Or nous pou-
vons nous borner d’avance a des partitions de norme plus petite que J, de sorte
-que les quatre relations (4.18), (4.19) et (4.21) soient vérifiées simultanément, la
partition & de (4.18) étant composée d’une maniére évidente de 2,, J et 2,.

(PB)'fX — 8(2y, J1s X)‘ > g} < g k=12, (4.21)
Jk

8) L’auteur est obligé & M. V. DUPA¢ pour une modification importante de la version
-originale de ce théoréme et de sa démonstration.
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Mais de cela résultera déja le second membre de (4.20), donc 'implication (4.20)
est valable, c. q. . d.

Cette propriété importante de I'intégrale-(pB) est une analogie directe de la
propriété correspondante de I'intégrale de Burkill (voir [21], 8.2).7)

5. Conditions d’intégrabilité

Ici nous allons traiter les questions d’existence de I'intégrale-(BB) ou -(pB)
d’une fonction aléatoire d’intervalle et donner quelques conditions couvrant
des cas plus généraux que ceux dont parlent nos théorémes 6 et 12. Pour les
fonctions aléatoires du type ID nous pouvons établir une correspondance avec
la théorie de l'intégrale de Burkill en exploitant les fonctions-p correspon-
dantes.

Théoréme 14. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle du type 1D, définie dans
K, et soit w(I, s) sa fonction-y. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
Pintégrale-(BB) de X dans K existe est que U'intégrale de Burkill [y(I, s) (finie)

K

existe pour tout s € R et qu’elle soit, en tant qu’une fonction de s, continue en s = 0.
C’est cette intégrale qui représente alors la fonction-y de Uintégrale (BB)- [ X.
K

Démonstration. A. Supposons d’abord que I'intégrale-(BB) de X dans K
existe. Alors pour chaque suite {Z,} de partitions de I'intervalle K, vérifiant
»(2,) — 0, la suite correspondante {S(Z,, K, X)} a une limite-B. La fonction-y
de S(2,, K, X), qui est égale & Z w(I,, s), tend done, lorsque n — oo, vers la

- Ikegn
fonction-y de 'intégrale-(BB) en question, qui est nécessairement continue en

s = 0; les conditions du théoréme sont donc nécessaires.

B. Supposons maintenant au contraire que la fonction y(Z, s) soit intégrable
au sens de Burkill et que son intégrale soit continue en s = 0. Alors pour chaque
suite {2,} telle que »(2,) — 0, les fonctions-y des sommes S(Z,,, K, X) tendent
vers cette intégrale. Il existe donc d’aprés un théoréme bien connu (voir p. ex.
[18], p. 179) une limite-B des sommes considérées, donc I'intégrale-(BB) de X
dans K existe, c. q. f. d.

II est aisé de voir de quelle maniéere il faudrait modifier I’énoncé et la dé-
monstration du théoréme 14 si I'on voulait établir les conditions nécessaires
et suffisantes d’intégrabilité-(BB) de la fonction X dans I'intervalle K.

7) 11 est méme possible de démontrer un théoréme analogue aussi pour l'intégrale-(BB),
la réciproque en étant également valable. Il faut seulement remplacer la ,,distance’
exprimée dans (4.16) et qui n’a pas de sens pour l'intégrale-(BB), par une autre, une
possibilité de le faire étant fournie par les résultats récents de M. H. BERGSTROM. Ces
questions-1& seront d’ailleurs traitées dans un travail ultérieur. (Note ajoutée a la correc-
tion des épreuves.)
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Il est clair aussi que I'on pourrait demander au lieu de la continuité de
Iintégrale de Burkill de la fonction y(Z, s) la convergence localement uniforme?)
(par rapport & s) des sommes > y(I, s) vers cette intégrale, ¢’est-a-dire deman-

der qu’a chaque ¢ > 0, s, > 0 il existe 6 > 0 tel que pour »(Z) < § on ait
pour tout |s| << s,
[y, s) — 2 v s) <e. (5.1)
K Irey

Il est ensuite possible de généraliser encore le théoréme 14 de fagon qu’il
devienne applicable aussi au cas de certaines fonctions aléatoires qui ne sont
pas du type ID, en procédant d’une maniére tout analogue & celle appliquée
dans le cas du théoréme 11 et de ses analogies. Supposons en effet que pour
chaque s, > 0 il existe ¢ > 0 tel que si I € K, |I| < 6, la fonction-yp de la va-
riable aléatoire X (I) soit bien définie pour |s| < s, (ce sont p. ex. toutes les
fonctions aléatoires continues en § qui jouissent de cette propriété). Il est alors
possible de parler de 'intégrale de Burkill de (I, s) pour tout se R et les con-
sidérations de ci-dessus ont un sens bien déterminé. Nous verrons d’ailleurs plus
tard (paragraphe 8) un exemple d’application de cette généralisation de notre
théoréme 14.

Nous allons envisager maintenant la théorie de I'intégrale-(BB) d’un autre
point de vue, en examinant la correspondance qui existe entre elle et la théorie
des lois-limites des sommes de variables aléatoires indépendantes (cf. p. ex. [9]).
Dans cette derniére on suppose d’habitude que les variables aléatoires dont on
étudie les sommes soient infiniment petites, ce qui correspond d’une fagon
évidente & la continuité en ¢ des fonctions aléatoires d’intervalle. La suite des
sommes S(2,, K, X) d’une fonction aléatoire d’intervalle X continue en § satis-
fait alors aux conditions généralement considérées dans la théorie des lois-
limites. En exploitant cette correspondance, il est possible de ,traduire des
théoremes de la théorie des lois-limites en langage de la théorie de 'intégrale-
(BB). Nous allons considérer ici un seul exemple concret en traduisant ainsi
le théoreme 4 du paragraphe 25 de [9] (p. 132 sqq).

Soit donné une fonction aléatoire d’intervalle X définie dans K, continue en 9.
Pour I e K, ze R, &, 7 > 0, posons

i, x) =Plo: X(T) < 2}
fz(I’ x) = fl(I’ 12) —1;

fs(Z, 7) = lj x dfy(Z, ) ; (5.2)
1l #) = |f @ dfy(I, ) — [f5(L, &) .

8) La notion de convergence localement uniforme d’une intégrale de Burkill a été
étudide et exploitée dans un travail ultérieur, & paraitre dans Casopis pro péstovéni
matematiky, 84 (1959). (Note ajoutée & la correction des épreuves.)
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Soit Z € ¥ et soit y(s) sa fonction-y. Ecrivons cette derniére sous la forme cano-
nique (formule de M. Lévy modifiée — voir [9], § 18, (8)):

y(e) = isp(r) — 5 0t + f (et — 1) dM(u) + f (e — 1) dN(u) +

o T
-+ ’/4(6“‘S — 1 —sus) dM(u) + f(ei“s — 1 — tus) dN(u), (5.3)
el 0

oll 7 est une constante positive et telle que M (u) est continue en 4 = — 7 et
N(u) est continue en u = 7. Cela étant, nous pouvons énoncer le théoréme
suivant.

Théoréme 15. Pour que la fonction aléatoire X admette une intégrale-(BB) dans
K et que Uon ait
Z ~ (BB)-[X, (5.4)
K

3l faut et il suffit que les quatre conditions susvantes sotent satisfaites:

(1) pour tout w << 0 od M est continue on a M(u) = [f,(I, u);
K

(2) pour tout u > 0 ol N est continue on a N(u) = [fy(I, u);
K
(3) ¥(7) = ffs I, 7);

(4) 0% = lim ff4(1 ) = lim [f,(I, &) .%)

-0 K e—0 K

Démonstration. A. Supposons d’abord que l'intégrale-(BB) de X dans K
existe et que I'on ait (5.4). Soit {Z,} une suite de partitions de I'intervalle K,
2Dy) — 0, D, = {I{", ..., I{V}. Comme les variables aléatoires X(I{") sont

. infiniment petites (cf. [9], p. 104), car la fonction X est supposée continue en 9,
nous pouvons appliquer le théoréme 4 du paragraphe 25 de [9], y comprisla
remarque qui le suit, en y posant évidemment 4, = 0. Les conditions 1 et 2 de
ce théoréme et la condition de la remarque sont alors satisfaites si nous posons

F, (x) = f,(I{", ). Dans notre terminologie elles ne disent rien d’autre que
ceci: pour la suite {Qn} considérée on a

lim 2 fl (I, x) = M(z), lim 2 fo(I®, x) = N(),
n—o0 j=1 n—ro0 j=1
lim lim sup Z foIP, &) = lnn lim inf Z fadiP, &) = o2, (5.5)
&0 n-—>0 j=1 N—o0 Jj=
lim Z fs(IP, 7) = y(7) .
n—o0 j=1

9) Nous désignons par f et f les intégrales supérieure et inférieure de Burkill (cf. [4],
(21]). :
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Mais ces mémes conditions seront satisfaites également pour n’importe
quelle autre suite de partitions de I'intervalle K, pourvu que leurs normes ten-
dent vers zéro, les limites étant indépendantes du choix particulier de ces
partitions. Il s’en ensuit que les intégrales de Burkill qui figurent dans les
conditions (1)—(4) de notre théoréme existent et que les égalités correspon-
dantes ont lieu.

B. En suivant le raisonnement précédent en sens inverse nous trouvons
facilement que les conditions (1)—(4) sont aussi suffisantes, c. q. f. d.

Il est clair qu’il serait également possible d’énoncer une version modifiée du
théoréme 15 donnant des conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité-
(BB) de la fonction aléatoire X dans l'intervalle K, comme nous I’avons men-
tionné déja dans le cas du théoreme 14.

11 serait également possible de traduire de la méme maniére encore d’autres
théorémes de la théorie des lois-limites, tel p. ex. le théoréme 1 du paragraphe 25
de [9], ce qui donnerait un théoréeme de caractére purement existentiel, ou bien
encore d’autres théoremes qui font 'usage de la formule plus simple de Lévy-
Khintchine au lieu de (5.3); intéressante serait aussi une telle version du lemme
de Bawly. Toutefois, comme la maniére de procéder dans de pareils cas a été
rendue, a notre avis, suffisamment claire par 'exemple précédent, nous nous
abstiendrons de la formulation explicite des autres théoréemes de ce genre.

Quant & la théorie de I'intégrale-(pB), ici, il n’est plus si facile d’obtenir des
conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité-(pB). La théorie des lois-
limites ne nous y aide pas beaucoup. De I'autre coté, la théorie de I'intégrale-
(pB) a un contact bien plus étroit avec celle de I'intégrale de Burkill. Le théo-
réme suivant p. ex. a son analogie directe dans la théorie de Burkill.

Théoréme 16. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K. Pour
que Uintégrale (pB)- [ X existe, il faut et il suffit qu’a chaque ¢ > 0 on puisse trou-
K

ver 6 > 0 tel que st D, et D, sont deux partitions de Uintervalle K wvérifiant
2(Z,) < 0, v(Z,) < 0, alors

P{o: |8(2y, K, X) — 8(2,, K, X)| > ¢} < ¢. (5.6)

Démonstration. A. Supposons d’abord que les conditions du théoréme
soient satisfaites. Soit {Z,} une suite de partitions de 'intervalle K, »(2,) — 0.
Alors la suite des variables aléatoires S(2,,, K, X) vérifie la condition de Cauchy
pour la convergence en probabilité, il existe donc (cf. [10], § 22, théoréme 5)
une limite-p de cette suite. L’indépendance de cette limite du choix particulier
des partitions 2,, découle immédiatemment de (5.6), done I'intégrale (pB)- [X
existe. . X

B. Supposons maintenant par contre que l'intégrale-(pB) en question
existe, orelle jouit dela propriété («) du paragraphe précédent, et nous obtenons
(5.6) facilement & partir de (4.16).
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6. Un résultat de earactére négatif

Nous allons montrer ici sur un exemple concret que I'existence de l'intégrale
(BB)- [ X ne garantit pas encore 'intégrabilité-(BB) de X dans K. Par 13 I'inté-
K

grale-(BB) differe sensiblement de 'intégrale de Burkill.

Soit pour fixer les idées K = (0, 7), T > 0, et soit {, un nombre réel, 0 <
<ty < 7. La fonction aléatoire X soit définie dans K de telle facon que 'on
ait pour la fonction caractéristique ¢(Z, s) de X(I):

(a) si [ =0,%), 0 <t =1t, alors ¢(I, s) = g,(s) ou

1 —|s| pour [s| =1,
@1(s) :{ 0 pm[n[' fs] > |I,’ B

(b) si I =<0,1), ty <t =1, alors p(I, s) = @,(s) = [@:1(s)]%

(e) st I = (ty,t), t, <t =1, alors @(I, s) = @s(s) = @,(s — 2k),

k = k(s) étant le nombre entier vérifiant 8—:2—1~ <k = ifi-l ;

(d) si I =<t,1), 0<t<<ty<<t <z, alors (I, s) = @,(s);

(e) si I est un intervalle n’enfermant ni 0 ni ¢,, alors (I, s) = @4(s) = 1.

Les fonctions ¢,(s), § = 1, 2, 3, 4 sont effectivement des fonctions caracté-
ristiques (cf. p. ex. [14], p. 26 sqq.).

L’intégrale-(BB) de la fonction aléatoire X ainsi définie existe alors pour les
intervalles J de la forme:

(1) <0,¢t) o 0 <t = t,,

(2) <0,¢) ou ¢, <t = 7, done aussi pour J = K,

(3) (ty, t) olt ty <t =<7,

(4) {,t')oioubien 0 <t =t <t, oubient, <t =t =
La fonction caractéristique de I'intégrale-(BB) correspondante est g;(s) pour le
cas (7), 1=1,2,3, 4

Il w’existe pas d’intégrale-(BB) de X dans J lorsque J enferme t, comme un point
intérieur mais n’enferme pas Uorigine.

7. Points de contact avee la théorie des proeessus stochastiques

Nous allons étudier ici sommairement quelques aspects de la théorie de
Pintégrale-(BB) en connexion avec celle des processus stochastiques additifs
(fonctions aléatoires (ponctuelles) & accroissements indépendants).1?)

) Pour les distinguer des fonctions aléatoires d’intervalle nous désignerons les fonc-
tions de point ainsi que les variables aléatoires représentant les ,,valeurs'* de ces fonctions
par des caractéres romains. '
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Supposons, pour fixer les idées, que nous ayons une fonction aléatoire
d’intervalle X définie et intégrable-(BB) dans lintervalle K = (0, 7), T > 0:
Soit Z son intégrale-(BB) indéfinie. Considérons la fonction ¢(t, s) définie pour
te K, se R comme

p(t, s) = Elexp {is Z(C0, ))}] . (7.1)

Notre théoréme 7 implique que pour 0 < ¢, < t, < 7 le quotient g%’ :‘; est,en

1
tant qu’une fonction de I’argument se R, une fonction caractéristique. Il est
donc possible de former un processus stochastique additif Z tel que pourée K la
variable aléatoire Z(t) ait la fonction caractéristique ¢(¢, s). Ce processus est par
cela déterminé sans ambiguité — au point de vue de Bernoulli, bien entendu.
Nous pouvons choisir pour l'intégrale-(BB) Z de la fonction X la fonction
vérifiant

Z(I) = Z(t') — Z(t) (7.2)

pour <t,t') = I ¢ K, nous voyons en méme temps que l'intégrale-(BB) indé-
finie d’une fonction aléatoire d’intervalle intégrable-(BB) peut étre choisie de
maniére & étre additive-p.

Nous venons de répondre simultanément, ayant suivi un chemin de détour,
a une question que nous avons suggérée paragraphe 3:les problémes de la théorie
non-bernoulienne des fonctions aléatoires d’intervalle a accroissements indé-
pendants et de lintégrale-(BB) peuvent donc étre réduits aux problémes
analogues, déja bien étudiés, de la théorie correspondante des processus sto-
chastiques additifs.

Il sera sans doute bien intéressant aussi de signaler en ce lieu certains travaux
portant sur des problémes trés étroitement liés & la théorie de I'intégrale-(BB).
Soit de nouveau K = (0, 7), T > 0; X définie et intégrable-(BB) dans K. Si 2
est une partition de I'intervalle K, désignons par 2(¢) le systéme des intervalles
I, tels que I,¢ 2, I, n {0,t) + 0. Faisons correspondre & chaque partition &
de K la fonction aléatoire Sg définie pour t € K par

Sg(t) = z X(I,) . (7.3)
Lie(t)

Il est aisé de voir que, pour une partition £ arbitraire mais fixe, Sg est une
fonction aléatoire a accroissements indépendants. Si nous prenons maintenant
une suite {9, } de partitions de K telle que »(2,) — 0 et que toutes les partitions
aient ¢, e K pour un point de division, nous aurons évidemment

Blim Sg, (t,) ~ (BB)- [X. (7.4)

N—>00 <0,t0)

11 serait bien intéressant de montrer sous quelles conditions on a (7.4) pour tout
ty e K et pour n’importe quelle suite {Z,} de partitions de K vérifiant v(2,) — 0.
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Ce sont aussi M. E. G. KiMmME [13] et, dans un cas spécial, M. A. V. SKOROKHOD
[22], qui se sont intéressés au probléme de convergence-B de suites analogues &
nos suites {S 9"} vers une fonction aléatoire limite S. Ils considérent tous les deux
des partitions de forme particuliere en supposant encore que la fonction alé-
atoire X soit continue en @; M. Skorokhod se borne en plus au cas de fonctions
aléatoires homogenes. Leurs raisonnements s’appuient sur la théorie de lois-
limites des sommes de variables aléatoires indépendantes (cf. aussi [20], [23],

[24]).
8. Equations différentielles stochastiques

On peut rencontrer la notion d’équation différentielle stochastique dans
plusieurs ouvrages sur la théorie des fonctions aléatoires, citons & titre d’exem-
ple les ouvrages [2] et [3] de M. BERNSTEIN, ou bien [1],[8],[11], ou encore les
deux monographies bien connues [15] et [16] de M. P. LEvy. On peut s’y aper-
cevoir du premier coup d’oeil qu’il n’y a pas de point de vue unique pour
traiter ces questions et que linterprétation de la notion méme d’équation
différentielle stochastique varie d’un auteur & I'autre.

Nous allons nous intéresser surtout au sens donné a cette notion par M. Lévy.
Malheureusement I'exposé qu’il en donne dans sa monographie [15], p. 41 ssq,
n’est pas suffissamment clair et cohérent (voir aussi [25], [26]) pour que l'on
puisse se faire une idée exacte de son interprétation. Nous allons donc con-
struire ici les fondements d’une théorie telle que les idées de M. Lévy puissent
y étre incorporées, a condition d’étre interprétées d’une certaine facon. C’est
de la d’ailleurs que provient I'inspiration originale de tout le présent article.

Il'est peut-étre bon de remarquer encore une fois que notre étude se fait du
point de vue de Bernoulli, de sorte que nous nous intéressons toujours aux lois
de répartition seulement. Outre cela nous nous bornons ici au cas relativement
trés simple des fonctions aléatoires & accroissements indépendants. Dans la
notation de M. Lévy, les équations différentielles stochastiques que nous allons
étudier s’écrivent donc comme

SX(t) = o(t, dt; &, 1, ...) , (8.1)

.ol 'accroissement différentiel de la fonction aléatoire cherchée (ou plutét sa loi

de répartition seulement) est exprimé en fonction de ¢, d¢ et de certaines va-
riables aléatoires &, 7, ... jouant un rdle auxiliaire.

Si nous voulions donner un sens précis & 1’équation (8.1), il faudrait d’abord
se mettre d’accord sur ce qu’on entendrait par accroissement différentiel d’une
fonction aléatoire, mais nous allons éluder les difficultés qui s’y attachent.
Sans entrer dans le domaine de I'infiniment petit, nous verrons en une équation
différentielle stochastique surtout une régle qui détermine les lois de répartition
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des accroissements finis A, X(¢) = X(t 4 #) — X(t) de la fonction aléatoire X
cherchée. Notre équation sera donc écrite de fagon symbolique comme

$X(t) ~ F(t, dt) (8.2)

et interprétée de la fagon suivante: Le second membre de (8.2) est-en principe
une fonction aléatoire d’intervalle & accroissements indépendants F définie
pour les intervalles {t,¢ 4+ k), h > 0 contenus dans un intervalle K donné,
a l'intérieur duquel nous étudions I’équation en question. Nous cherchons une
solution de cette équation, c’est-a-dire une fonction aléatoire additive X qui
vérifie pour tout intervalle {(¢;,t,) = J e K

X(t,) — X(t,) ~ (BB)- {F . (8.3)

11 est clair que ’équation (8.2) ne peut étre regardée comme intégrable (c’est-a-
dire comme ayant une solution) que si F est intégrable-(BB) dans K.

Pour que la solution d’une équation différentielle soit bien déterminée, il faut
avoir une condition & I'origine. Pour simplifier les expressions nous supposerons
dans ce qui suit que nous ayons toujours K = {0, 7), T > 0 et que

P{w: X(0)=0}=1. (8.4)

Ea solution de (8.2) sera alors donnée par
X(t) ~ (BB)- [F. (8.5)

(0,1)

Il est clair que (8.5) ne détermine effectivement que les lois de répartition des
variables aléatoires X(t), mais nous savons déja du paragraphe précédent que
I'intégrale-(BB) de F peut étre choisie de maniere a étre additive-p, ce qui
correspond bien & la condition que X doit étre une fonction aléatoire additive.
Nous avons donc montré comment on peut se passer de la notion de diffé-
rentiel, mais notre interprétation a encore un autre avantage: nous n’avons
pas besoin non plus de la notion d’erreur admissible qui figure dans les consi-
dérations de M. Lévy (cf. [15], p. 43 sqq). En effet, nous ne demandons pas, il

est vrai, que (8.2) ait lieu sans erreur, c¢’est-a-dire pour d¢ > 0 ce qui correspon-
drait dans notre interprétation a I’équivalence

X(tz) - X(t1) ~ F(<t1, t2)) (8-6)

au lieu de (8.3), mais l'erreur est éliminée par le procédé d’intégration-(BB),
sans que nous ayons a nous en occuper explicitement.

Dans certains cas particuliers il peut arriver que ’erreur admise soit expri-
mable sous la forme d’une fonction aléatoire d’intervalle E, nous avons done
pour {t;,t,) =Je K

X(t,) — X(t) ~ F(J) + E(J) . (8.7)
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C’est ainsi que Ierreur admissible est congue par M. Lévy; il la désigne par
(¢, dt). Il est bon de signaler que nous ne faisons ici aucune hypothése concer-
nant I'indépendance stochastique de F et E; nous supposons toutefois que E
soit une fonction aléatoire a accroissements indépendants. La condition que
nous avons & imposer & cette erreur peut alors s’exprimer par I'équivalence
suivante valable pour tout Je K

(BB)-[E ~V{0} . (8.8)
J

En effet, si nous supposons (8.7), (8.8) et I'intégrabilité-(BB) de F, nous obte-
nons (8.3) en y appliquant un théoréme de M. H. CrRaMER (voir [5], § 20.6) que
Pon peut formuler dans notre terminologie comme suit:

St nous avons deux fonctions aléatoires d’intervalle E et F, indépendantes ou
non, intégrables-(BB), et que E vérifie (8.8), alors nous avons pour tout J ¢ K

(BB)-[F ~ (BB)-[(F + E) . (8.9)
b LT
11 est peut-étre bon de souligner que ce n’est pas une simple conséquence de

(4.14) ot nous avons supposé I'indépendance stochastique des deux fonctions
aléatoires.

I1 est aisé de voir que la condition (8.8) est plus générale que les conditions de
M. Lévy, comme le prouvent les deux théorémes suivants. ¢

Théoréme 17. Soit E une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K, et
supposons que pour I € K nous ayons E[(E(I))2] = o(|L[?) lorsque |I| — 0. Alors E
est intégrable-(BB) dans K et (8.8) a liew pour tout J € K.

Démonstra'tion. Soit J € K, soit 2 une partition de J. Nous avons alors
I’égalité bien connue
E[(S(@, J, )] =D(S(@, J, E)] + (BIS@, J,ENp . (8.10)
Or pour chaque ¢ > 0 il existe 6 > 0 tel que
[eK, |I| <5 = E(BU < I, (8.11)

d’ou il s’ensuit pour »(2) < min (1, §) d’une part
D82, J, E)] = SDUE(I)] < ep|LP <e. ]|, (8.12)
9 9

de l'autre part
[E[8(2, J, E)]| < SIEEIL)]| < VeS|1| =e. 17| . (8.13)
9 9

En combinant (8.12), (8.13) et (8.10) nous obtenons I'inégalité
E[(8(2,J, E)2 < &(|J| + |T]), ‘ (8.14)
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valable pour toute partition 2 dont la norme est suffisamment petite. Il en
résulte que le premier membre de l'inégalité (8.14) tend vers zéro lorsque
»(Z) — 0, d’ou il s’ensuit que B lim S(2, J, E) ~ V{0}, (cf: [17], chap. IV, § 13),
donc (8.8) a lieu, c. q. £. d.

Théoréme 18. Soit E une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K et sup-
posons que nous ayons P{w: E(I) &+ 0} = o(|I]) pour Ie K, lorsque |I| — 0.
Alors E est intégrable-(BB) et (8.8) a lieuw pour n’importe quel intervalle J € K.

Démonstration. D’aprés les suppositions, pour chaque ¢ > 0 il existe
6 > 0tel queP{w: E(I) + 0} < ¢|l|, pourvu que |/| < 6. Soit J € K, soit Z une
partition de J, »(2) < §. Alors nous avons

P{w: 8(2,7,E) + 0} = SP{o: E(I,) + 0} < De.|[;] =¢J|, (8.15)
9 2

d’or il vient que B lim S(Z, J, E) ~ V{0} lorsque »(Z) — 0, donc (8.8) a lieu,
c.q.f. d.

Nous voyons donc que les équations différentielles stochastiques intégrables aw
sens de M. P. Lévy le sont dans notre interprétation également.

Pour terminer nous allons étudier encore un exemple concret considéré aussi
par M. Lévy (voir [15], p. 42 sqq). Il s’agit de I’équation 3X(t) = g]/& ou £ est
la variable aléatoire du jeu de pile ou face, et que M. Lévy déclare — pour des
raisons pas suffisamment claires — non-intégrable (voir d’aillewts [25] et [26]).
Dans notre interprétation cette équation est bien intégrable. T.a fonction F
correspondante a la fonction-y

y(L, s) = lg cos (s]/m) (8.16)
qui satisfait aux conditions de notre théoréeme 14 généralisé: elle peut étre
définie dans un domaine arbitrairement grand de la variable s, pourvu que

I’on se borne a des intervalles de longueur suffisamment petite. Son intégrale de
Burkill existe et ’on a pour tout J

wag:wguy ’ (8.17)
J
La solution de I’ équation considérée est donc la fonction aléatoire de Wiener-
Lévy; si nous acceptons la condition & l’origine (8.4), X(¢) sera une variable
aléatoire normale N(O, ]/Z).

9. Remarques finales
Il sera peut-étre utile de souligner que le présent Mémoire n’apporte que les
fondements de la théorie des intégrales-(BB)et -(pB). Ily a ici bien des questions

importantes qui ont été laissées ouvertes. Certains problémes intéressants ont
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été laissés complétement de coté (tel est le cas p. ex. de la théorie des dérivées
des fonctions aléatoires d’intervalle, ou encore des problémes d’extension de
fonctions aléatoires du systeme d’intervalles & un systéme plus large d’ensem-
bles mesurables (cf. [19])), d’autres n’ont été traités qu’insuffisamment (condi-
tions d’intégrabilité-(pB) etc.). Intéressante serait aussi ’extension de la
théorie au cas des intervalles & plusieurs dimensions. Quant aux équations
différentielles stochastiques, il faudrait tout d’abord élargir le champ d’appli-
cabilité de notre interprétation au moins au cas des fonctions aléatoires
markoviennes.

Voila donc une liste sommaire et incompléte de problémes ouverts, ou
plutdt de directions possibles du futur développement; espérons que ces lacu-
nes ne tarderont pas a disparaitre. Qu’il nous soit permis encore de rappeler ici
les considérations de M. J. L. Doos (voir [7], en particulier p. 355) sur les per-
spectives du développement de la théorie des processus stochastiques. Les
fonctions aléatoires d’intervalle représentent justement une espéce particu-
liere de processus stochastiques de type ,,non-standard* dont on parle dans
L7

En terminant, je tiens & exprimer mes remerciements sincéres ¢ MM. J. Novik
et V. DUuPAG dont les remarques critiques ont contribué au perfectionnement de mon.
travail.
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Pesome
CJIYVUYANHBIE OYHRKIIIN MHTEPBAJIA

OPAHTHUHIER 3MUTIOK (Frantisek Zitek), ITpara
(Mocrynuiao B peraxmio 29/V 1957 r.)

Iyers £* — cucremMa BeeX caydaillHBIX BCJMYMH HA JAHHOM BEPOSITHOCTHOM
nose (2, &, P) u nyers £ — cucrema tex ciryyailnslX pesmaun u3 ¥, KoTophle
NOUMHEHB! Ge3rPaHIYHO JeMMbIM 3aKoHaM pacupenenaenns. CUMBOJIOM ~ MBI
0bosHAYACM COBIAJIaHNe BAKOHOB PACIPEACICHIS ABYX CIYYalHBIX BEJIHYMH
X ~7, Bro Bpems kak X = Y ofo3Hayaer paBeHCTBO MOYTU BCIOTY.

Caryuaitnast QYHKIMA OT MHTEpBajia oNpejesieHa 3[ech Kak 0TobpajkeHue
X, roropoe Kakmomy wuHrepsaiy I, cojepskameMmycsi B JQHHOM WUHTepBaje
K, craBuT B cOOTBeTCTBHE HEKOTOpYIO ciyuaiinyio Bemmuuny X([) e ¥*. Ha
HPOTAKEHHN Beell 9TOM CTaTh MBI IIPEJINIOIATaeM, YTO BCe MRydaeMble cirydai-
Hble (YHKIMU SBIAOTCSH (QYHKIUSAMU ¢ HE3aBHCHMBIMM NPHPANIEHHAMHE, 3TO
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suauut, uto ecau I, u I, — aBa HelmepeceKamIUXCsA MHTEPBAA, TO cJydallHbie
permmunubl X(1;) nw X(7,) croxactuueckn nesasncumbl. B otimane ot Touewnnix
cAyd4alHbIX (QYHKIOUI 5TO emie He 3HAYAT, UTO Takwe (YHKIUYM aJINTHBHBL
Cayuaitnas gyurmust X nassiBaercst B-aIAUTUBHON WU P-aJIMTUBHOI, ecJii
crpaBeiiuBo cootB. (2.1) umn (2.2) st MOOBIX JIBYX COCEJHNX WHTEPBAJIOB.
Oyurmno X HaszoBeM HeNpPepLIBHOI B ¢ (= WycToil muTepBas), eciau g 1po-
U3BOJBHOI TIociieoBaTelibHocTy uarepsanos [, ¢ K, n =1, 2, ..., Takux 4to
ux mnnt |1, | — 0, nmeem X(/,) — 0 110 BePOATHOCTIL.

Bo Bropom naparpade ucciienyioresi pasimduble ¢cBOICTBA CAYyUalPBIX yHK-
it mux csssu. [locaenyomuenaparpadsl 3—6 coflepskalor ritaBHBIC Pe3yIIbTATE
HACTOSAIEIT CTAThH, ROTOPBIMY siBIsiercs Teopus (BB)-unrerpasa n (pB)-nurerpa-
aa. OfGa atu mOHATHS ABAATCS 00OONEHHEM XOPOIMO H3BECTHOTO TOHATHS
uATerpana DBaprmima um onpepesnsiores caeayiomum oopasom: OGosnavas
4yepe3 & pasbuenue Jannoro uHreppajia K Ha KoHeuHOe YHCIIO 7 HellepeceKalo-
muxcst naTepBasion I;, 7 = 1,2, ..., n, MBl ONPENCIUM CAYYAHHYIO BCITUTHHY
S(2, K, X) no gpopmyie (3.1). Ecan renepp [t BCAKOI NOCICTOBATEIIHHOCTIH
pasbuenuii @, rtaruX, 4ro max |[;) = 0 upu 7 — 0, NOCIACLOBATCIBHOCTD

Lie2,
ciaydaitueix Benmuun S(D,, K, X) cxommress mo pacupepenenno (B-cxonn-
MOCTB), WJIM 110 BePOSATHOCTH (P-CXOAMMOCTH), K HEKOTODPOMY Ipeelly, TO MLl
HA30BeM 3TOT Iipefiedt cooTB. (BB)-unrterpanom winu (pB)-unrerpajioM ciaydaii-
noit gpynrimu X B unrepsaie K u oGosnauum ero (BB)-[X niu coors. (pB)-[X.
K K

QDyusxnua X naseiBaercs (BB)-unrerpupyemoit unu (pB)-unrerpupyemoit B K,
eciim ona umeer (BB)-unrerpadl mwiu coors. (pB)-uHTErpas B KasKIOM YaCTHOM
nutepBaie J c K. B wuerBeprom maparpade wmccienyiores cBoiicTBa (BB)-
UHTErpasioB u (pB)-mHTerpayioB, OHU B GOJBIIMHCTBE CJIy9aeB AHAJIOTHYHDLI
CBOMCTBaM OOBIKHOBEHHOTO HECTOXACTMYECKOTO MHTerpajia Baprmima. YKazbi-
Baercd Toxe (eM. Teopemy 12), uro mHTErpas BapKuIIIa eCTECTBEHHO SIBISETCS
yacTHeIM cirydaeM (BB)-unterpaia uiu (pB)-unterpama. B marom maparpade
u3yvaoTcss HeoOXOAWMBIE U [OCTaTO4YHble ycaoBUA (BB)-mHTerpupyemocri;
IPW ATOM MCIOIB3YIOTCA B cirydae YHKIMI, HEIPEPBIBHBIX B @), TAKIKE HEKOTO-
pble pe3yibTaThl U3 TEOPUU TNpeJleIbHBIX 3aKOHOB PACIPE/ieJIeHnsI CYMM He-
3aBHCUMBIX CJIy9allHBIX BeaudymH. B mecrom maparpade ykasaHo, 4TO, B OTJIN-
yme oT Teopum uHTerpana Baprwmia, (BB)-materpupyemocts B K B o0Liem
He BBRITeKaeT u3 cymlecTBoBauma (BB)—wunrerpana B K.

CenpMoii maparpad cogepsKuT HEKOTOPHIEe MCCIeOBAHUS 10 BOIPOCAM CBABH
Mes[Ay TeopHuel ciyJaiiHbBIX QYHKINHA MHTEpBajia M Teopuell TOYeIHbIX cIIyJai-
HBIX QYHKIWHA (CTOXacTHYeCKUX NPOIECCOB) ¢ HE3aBUCUMBIME IIPHPAIIEHUIMI.

Haxonen, B BocbMoM naparpade paccMaTpwBaeTCs TEOPUsI CTOXACTHYECKUX
nupdepeHnEalbHEIX YPABHEHUH ¢ TOYKA 3PeHUA TEOPHUM CJIYJaHHBIX (yHKIUA
MHTEpBajia, KOTOpas HO3BOJIsIeT YTOYHATH HEKOTOPBIe BONPOCHI, OCTAaBIIUECH
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HedacHsiMu B majoskennn II. Jlepm (cm. [15]). B mameit pabore momATHE CTO-
xacTndecKoro mudepeHnManbHOr0 ypaBHeHHs B ciaydae QyHRIUA ¢ Hesa-
BIACWMBIMM IPUPANICHUSMI UHTEPIPETHPYETCsT CJINYIOMUM 00PasoM: ypaBHe-
HUe 3alncuBaeTcs B cUMBOJIMYecKoH gopme (8.2), ¥ 9To 3HAYMT, UTO clydaiiHas
¢yurmst X, KOTOPYO MBI MnieM, TOJKHA yA0BiIeTBopATh (8.3), roe F — cay-
gailHasg QYHKIOUA OT MHTepBaja, KOTOPas COOTBETCTBYET MpaBOil YacTH ypaBHe-
nus (8.2). flcno, uro ecau (BB)-unrterpan ynrmun F He cymiecTByeT B MHTep-
Basie K, To n camoe muddepeHnuaibHoe ypaBHeHHe CJCHyeT CUUTATh HE nme-
omuM  pemieHust. esn TPMHATL HavallbHOE YyciuoBue (8.4), To pemenmem
ypaBHenus (8.2) apssercs Tovedynast caydainas Gyrruus (8.5). Ita KOHIEIIUs
croxacTudecKuX ud@epeHNuajbHBX YpaBHeHNHA W ,,IONYCTAMON OMUOKI
(em. [15]) meckonbko obmee, yem y II. Jlesn.

B xoume BoceMmoro maparpada paccMaTpUBaeTcH OJMH YACTHRIH CciIywail
CTOXACTHYeCKOTo JindepeHnaabHoro ypaBHenus: ypapuenue dX(¢) = & Vde
(cMm. Toske [15], crp. 42), rne & o3HavaeT CAYyYaHHYIO BEITHUITHY ¢ JABYMS BO3-
MOKHBIMM 3HA4eHMAMH -1 m —1, NMeomUMI OJAMHAKOBYI) BEPOSTHOCTH .
VYkassBaeTcst, 4TO ypaBHCHWE MHTEIPUPYEMO H YTO €TI0 DEHICHNEM sIBIIFeTcH
cayuarinas Qyuxums Buuepa-Jlesu.

B nocnennem, neBarom, maparpade IepecMOTpPeHBl HEKOTODHIE OTKPHITHIC
BONPOCHL TCOPUH clydaiiHbiX QyHKumi muTeppana u reopmu (BB)-unrerpana
u (pB)-wnrerpada.
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