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YexocaoBanknii MaTeMaTHIeckHil mypHax, T. 8 (83) 1958, IIpara

L QUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Regu le 5 septembre 1957)

L’article a pour but de présenter les idées' fondamentales d’une
interprétation possible de la notion d’équation différentielle stochasti-
que qui a été développée dans un travail antérieur peu accessible [6];
pour une autre interprétation voir [7].

1. Introduction

Les notations suivantes seront employées couramment dans tout le travail:
(Q, &, P) sera un champ de probabilité, £* le systéme des variables aléatoires
(abbrév. v. a.) réelles et finies sur ce champ, ¥ désignera le sous-systéme des
v. a. qui dépendent de lois de répartition indéfiniment divisibles. (Nous sup-
posons toujours que toutes les v. a. dont nous avons besoin existent effective-
ment sur le champ donné.) L’axe réel (— oo, o0) sera désigné par R. Si deux
éléments X, Y de ¥* ont une méme loi de répartition, nous écrirons X ~ Y,
tandis que X = Y dénotera 1’égalité presque certaine.

Soit K un intervalle dans R, par fonction aléatoire (abbrév. f. a.) définie
dans K nous entendrons une transformation X faisant & chaque ¢ € K corres-
pondre une v. a. X(¢) e ¥*. Si X(f) ¢ £ pour tout ¢ ¢ K, nous dirons que X est
du type ID. .

Nous dirons d’une fonction aléatoire X qu’elle est & valeurs indépendantes
(f. a. v. i), si {X(t) : t € K} est un systéme de v. a. stochastiquement indépen-
dantes (au sens de SK; voir (3] chap. VII, p. 153 sqq). De maniére analogue,
X sera appelée £. a. & accroissements indépendants (. a. a. i.) si pour tout sous-
intervalle (¢, ¢ 4 k) de l'intervalle K ’accroissement fini

AX(t) = X+ h) — X(2) (1.1)

est une v. a. stochastiquement indépendante du systéme {X(u) : u e K, u < t}.

Comme il peut se voir déja de notre définition méme des f. a., nous adoptons

ici le point de vue de Bernoulli, c’est-a-dire qu’il s’agira partout d’une étude

des lois de répartition seules, donc non pas des propriétés des réalisations des
processus stochastiques correspondants.
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A toute f. a. X du type ID définie dans K nous associons une fonction com-
plexe de deux variables réelles définie dans K X R par la formule

Wx(t; 8) = lg [ exp [isX(£)] dP(w) , (1.2)
o

continue en s pour chaque ¢ € K et vérifiant ,px(t; 0) = 0. Nous I’appellerons
fonction-,p de la f. a. X. D’une fagon analogue nous définissons la fonction-zp
de X par '

wx(t, B 9) = Ig [ explisd, X () dP(o) )

pour (¢, ¢ + k) c K, se R, en posant bien entendu gpx(¢, 0; s) = 0, syx(¢t, h; 0) =
= 0.1)
Si X est en outre une f. a. a. i., nous avons

Wx(t b3 8) = apx(t + h; 8) — ayx(; 8) - (1.4)
Les f. a. a. i. qui ont une fonction-y; de la forme
p(ts h; 8) = hy(s) (1.5)

seront appelées linéaires.

2. Dérivée d’une f. a. a. i.

Soit X une {. a. a. i. et soit Z une {. a. v. i.; les deux du type ID. Nous dirons
que Z est la dérivée de X et nous écrirons alors DX ~ Z si leurs fonctions-,p
vérifient
' 0

% Wx(t; 8) = qy(t; ) (2.1)
pour tout ¢t e K, se R. ) '

Les deux relations suivantes découlent directement de notre définition

o1
Wz(t; 8) = lim W s@x(t, B; 8) (2.2)
h—0
et
Wx(t, b; 8) = hywy(t; s) + o(h) , (2.3)

le symbole o(h) désignant ici une fonction complexe de % et s et telle que

limlo(h) = 0 localement uniformément (2.4)
nso b

(c’est-a-dire uniformément dans tout intervalle fini —o < s < o).

1) Les fonctions-yp peuvent étre définies aussi pour des fonctions quine sont pas du type
ID; mais alors les formules (1.2) et (1.3) peuvent étre dépourvues de sens pour les grandes
valeurs de s. .

466



Nous voulons étudier les propriétés différentielles des f. a. a. i. en nous servant de la
notion de dérivée introduite ci-dessus. Il est aisé de voir qu'une f. a. a. i. admettant
une dérivée est nécessairement continue en probabilité, or il s’ensuit des résultats bien
connus (voir [2], théoréme 32.2, ou bien [1], chap. VIII, § 7; cf. aussi [7], théoréme 3)
que les accroissements finis des f. a. a. i. continues en probabilité dépendent nécessaire-
ment de lois de répartition indéfiniment divisibles, de sorte que 1’on peut poser pour une
telle £. a. X:

X(0) = X, + X, (2.5)

ol X, est une f. a. a. i. du type ID et X, ¢ ¥* est stochastiquement indépendant de X.
Or X, n’a aucune influence sur les propriétés différentielles de X. Il est donc possible
de se borner a priori au cas des f. a. du type ID. Par 1a se trouve justifiée aussi notre
définition de la dérivée. Le fait que la dérivée d’une f. a. a. i. du type ID est elle-aussi du
méme type est presque trivial (cf. [6], § 6).

Dans tout ce qui suit, laJettre X désigne toujours une {f. a. a. i. du type ID,
tandis que Z dénote une {. a. v. i., également du type ID.

3. Equations différentielles stochastiques

Notre interprétation de la notion d’équation différentielle stochastique est
étroitement liée aux idées que M. PavuL LEVY a esquissées dans ses ouvrages
sur les £. a. (voir [2] et [3]). Nous nous bornons au cas des £. a. a. i., ¢’est-a-dire
aux équations de la forme générale DX (t) ~ Z(t) qui correspondent aux équa-
tions différentielles ordinaires (non-stochastiques) de type y’ = f(x). En géné-
ral, une équation différentielle stochastique sera donc une relation qui déter-
mine la loi temporelle de la dérivée de la f. a. a. i. cherchée.

Tout comme dans le cas des équations ordinaires il faut se donner, pour
qu’on puisse regarder la solution comme bien déterminée, une condition & 1’ori-
gine. Pour simplifier, nous acceptons une fois pour toutes la condition

P{ow: X(0) = 0} =1, (3.1)

en supposant que U'intervalle K & l'intérieur duquel nous étudions I’équation
en question soit de la forme K = <0,7), 0 < T < 0.

Il est bon de souligner que la dérivée d’une {. a. a. i. est d’apres notre défini-
tion une f. a. v. i., c’est donc dans ce sens qu’il faut interpréter des équations
de la forme p. ex. DX(f) ~ Y ou Y € %, ou bien DX (¢) ~ Yf(t) ete.

Comme il est facile de voir, les fonctions aléatoires lindaires sont caractérisées
par les équations différentielles de la forme

DX({t)~Y, Ye%, (3.2)
on a en effet (voir aussi [2], théoréme 32.3; cf. [5] et [6]):
Théoréme 1. Pour chaque Y e % il existe une (et au poini ce vue de Bernoulli

une seule) f. a. linéaire X vérifiant (3.1) ef (3.2); pour chaque f. a. linéaire X
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vérifiant (3.1) il existe une et une seule loi de répartition indéfiniment divisible
telle que pour chaque Y ¢ ¥ dépendant de cette loi on a (3.2).

D’aprés (2.3) nous pouvons exprimer, avec une certaine erreur, la loi de
répartition des accroissements finis (1.1) & 'aide de la loi temporelle de DX.
Posons-nous maintenant le probléeme inverse: déterminer la loi temporelle de
DX en connaissant avec une certaine erreur admissible les lois de répartition
des accroissements A,X(¢). C’est dans cette direction que nous arrivons
4 élargir un peu le sens donné & la notion d’équation différentielle stochastique:
& chaque couple de nombres réels ¢, k, (¢, t + k) c K, est associée une v. a.
F(t, ) et nous cherchons ensuite une f. a. a. i. X vérifiant

AX(t) ~Fit, b, (3.3)

mais avec une certaine erreur seulement. Pour indiquer la présence possible de
cette erreur nous écrirons alors

SX(t) ~ F(t, dt) (3.4)

plutdt que (3.3), en réservant la forme (3.3) ou encore sa modification diffé-
rentielle

AX(t) ~ F(t, dt) (3.5)

au cas spécial oi1 il n’y a aucune erreur. Quant & Lerreur en question, nous
I'interprétons au sens suivant: pour que l'on ait (3.4) nous exigeons que les
fonctions-y correspondantes, soit yg(t, k; s) et ;px(t, h; 8) vérifient pour A — 0

[swx(t, ks 8) — g, b; 8)| = o(k) (3.6)

localement uniformément par rapport a s e B. En raison de (3.6) et (2.2) nous
avons alors

im 3 pelt, Bs 8) = 1im - (6, s 5) = 2 gpylts ) (3.7
o B 1o b ot ="
de sorte que la loi temporelle de DX péut alors étre déterminée par un passage
4 la limite.?)

Il peut parfois arriver que l’erreur admise peut étre représentée au moyen
d’une v. a. E(t, k), ¢’est-a-dire que I'on a en méme temps avec (3.4) encore

AX(t) ~ F(t, dt) + E(t, dt) ; (3.8)

il est bon peut-étre de souligner que I’on ne fait ici aucune hypothése concer-
nant 'indépendance de F et B. C’est aussi de cette facon que 1’erreur admissible
est congue chez M. Lévy (voir [2], p. 43) qui la dénote par w(¢, df).

2) Comme les v. a. F'(t, h) peuvent ne pas appartenir a %, les fonctions y peuvent n’étre
définies que pour certaines valeurs de s. Mais si la limite du premier membre de (3.7)
doit exister, il faut que F(¢, k) tende vers zéro en probabilité lorsque h — 0. Pour A suffi-
samment petit la fonetion yg(t, h;s) est alors bien définie dans un domaine arbitrairement
grand de la variable s, donc (3.6) peut avoir un sens.
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Il est clair que dans le cas simple d’une équation (3.3) — sans erreur — la
fonction-yp de F(¢, k) est égale a la fonction-,p de X, elle doit donc en particulier
jouir de la propriété d’additivité, savoir

pe(t, b+ k; 8) = wg(t, b; 8) + pe(t + h, k; 5). (3.9)

4. Questions @’intégrabilité

Dans ce qui précede, nous avons introduit en principe trois types d’équations
différentielles stochastiques, en ce paragraphe nous allons considérer les pro-
blémes d’existence et de détermination de la solution de ces équations.

Le premier type que nous avons écrit sous la forme générale comme
' DX(t) ~ Z(t) (4.1)

a une théorie peu originale, car tout sa raméne aux problémes de la théorie
de P'intégrale de Newton: il s’agit en effet de trouver la fonction primitive
4 la fonction-y représentant la loi de répartition du second membre de I’équa-
tion en question; il y faut encore tenir compte de certaines conditions qui
garantissent que l'intégrale soit une fonction-y admissible. On a alors évidem-
ment (compte tenu de (3.1))

t

Wx(t; 8) = of Wz(u; ) du . (4.2)

Quant aux équations ,,sans erreur du type de (3.3), il ne se pose pas de
problémes proprement dits car la connaissance des lois de répartition des
accroissements finis A, X () suffit avec la condition & l’origine pour déterminer
la loi temporelle de X.

Le plus intéressant est donc le cas des équations ,,avec erreur® (3.4). On peut
quand méme le ramener aux cas précédents grice aux deux théorémes suivants.

Théoréme 2. La coudition nécessaire et suffisante d’intégrabilité de Uéquation
(3.4) est que
(a) pour chaque t € K il existe une limate localement uniforme

lim + s 5) = 5t 8); (43)
Peey/

(b) Déquation (4.1) avec yp; = Y soit intégrable.

Théoréme 3. La condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité de Uéquation
(3.4) est qu’il y ait une fonction (t, h; s) aux propriétés d’une fonction-gp d’une
f. a. a. 1. et vérifiant (3.6) en tant que yyx.

Nous allons montrer encore que notre conception de l'erreur admise et de

Tintégrabilité des équations ,,avec erreur* est plus générale que cellede M. Lvy
(cf.[2], p. 44).
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Théoréme 4. Si dans Uéquation (3.8) on a
E [B*(¢t, h)] = o(R?) (4.4)
lorsque h — 0, alors (3.6) a lieu.

Démonstration. Soit ¢ € K arbitraire mais fixe. Soit ¢,(h, s) la fonction
caractéristique de A, X(f) et @,(h, s) celle de F(¢, h). Alors

ly(R, 8) — @alh, 8)] = | £ {exp [isF(t, h) + isE(t, h)] — exp [isF(t, k)]} dP(0)| =
= [lexp [tsF(t, h)]| . |exp [isE(t, )] — 1] dP(w) =
< [lexp [isE(t, b)] — 1| dP(w) < | [ |B(t, )| dP(o) .
2 2

Or il découle de (4.4) que E[|E(, k)|]] = o(h) de sorte que
p1(h, 8) — @o(h, 8)| = s . o(h) . (4.5)

Or dans chaque intervalle fini de la variable s, soit —¢ < 8 < 0, on a (en
raison de ce que A, X(t) € %)

0 <4 =A%) <|ph,9)] =1, (4.6)
donc aussi en vertu de (4.5) pour tout & suffisamment petit (b << )
0 < B = B(o, ) < min (|p,(k, s)|, |ps(h, 8)]) =< 1. (4.7)

On peut done appliquer la formule des accroissements finis & la fonection lg z
pour B < |z| < 1 et obtenir par la (3.6), c. q. f. d.
Théoréme 5. St dans (3.8) on a pour h — 0
P{w: E(t, h) + 0} = o(h) , (4.8)
alors (3.6) a lieu.

Démonstration. En adoptant les mémes notatlons comme dans le cas
précédent nous avons & nouveau

(7a(h, 8) — alh, )] = [lexp [isBG, B)] — 1] dP(w) =
= Jlexp isB(, W] — 1 dP) + [lexp [isB(: 1)) — 1| dP(o) <
o =Ef02dP w):ZP{w.E’t, k) +.0} = o(h)
le reste de la démonst:ation étant tout a fait analogue a la partie correspondante

de la démonstration du théoréme précédent.

5. Exemples

Pour terminer nous allons étudier deux exemples concrets d’équations
différentielles stochastiques; ils sont d’ailleurs extrémement sunples
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Exemple 1. Supposons que nous ayons I’équation
SX(t) ~ F(dt) (5.1)
ott — pour & > 0 suffisamment petit — la v. a. F(h) est répartie suivant la loi
simple que voici
P{w: F(h) =1} = b, P{w: F(h)=0}=1— 4h,

A étant une constante positive. Pour ~ > 1-1 la loi de F(k) peut étre choisie
tout & fait arbitrairement. On a alors

yilt, s 8) = g [1 4 Ah(eis — 1)] (5.2)
de sorte que (4.3) existe et est égale a A(e?* — 1). Il g’en ensuit que
2¥x(l; 8) = M(e* — 1), (5.3)

compte tenu de (3.1). X correspond donc & un processus stochastique poissonien
homogeéne et simple.

Exemple 2. Considérons I’équation bien connue de M. Lévy

SX(t) ~Y |dt (5.4)

ou
Nous avons donc

yelt, b 5) = 1g cos (s |/h)
d’ou
82
x(t8) = — 5 t.

Une analyse plus poussée des équations du type (5.4) a été faite dans [8].
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Pesome
CTOXACTUYECKUE JUOOEPEHIUAJLHBIE YVPABHEHUS

OPAHTHUIIER 3UT3K (FrantiSek Zitek), IIpara

(Hocrynuno B pepaxipio 5/IX 1957 r.)

ITycrs X* — cucrema BceX cIyYailHBIX BEJTMYMH HA TAHHOM BEPOSATHOCTHOM
none (2, &, P) u nycrs ¥ — nojcucrema tex sireMeHToB u3 X*, Koropsie noji-
9yHeHbl 0e3TPaHMYHO NEJINMBIM 3aKoHAM pacupegencHusi. CHMBOJIOM ~ MBI
o0o3HAaYaeM paBEHCTBO 3aKOHOB pAacIlpelesIeHVsT ABYX CIyYallHBIX BeJHYMH.
Ilyers, mamee, K = <0, T), R = (— o0, ). Ilyers X — oroGpaskerue, KOTO-
poe KakmoMy ¢ e K cTaBUT B COOTBETCTBUE HEKOTOPYIO CIYYalHYIO BeJIMIMHY
X(t) € X u raroe, 9ro musa mobsX ¢, k, i, t + k) c K, upupamenue (1.1) cro-
XacTH9ecKn He3aBHCUMO OT coBoxymmocrnm {X(u):we K, uw < t}; Torma Msl
HazoseM X ciydaiHOU (QYHKNWeHl ¢ He3aBHCHMBIMU Ipupamenusmu. llycts
Teneps Z — pApyroe oroGpamkenme K B ¥ raxoe, uro cucrema {Z(t):te K}
SIBIIFAETCS CHCTEMOM CTOXAcTHYECKN HE3aBUCUMBIX CIydaiiHHIX BesjuduH. Eciun
TS COOTBETCTBYIOIMUX Zp-pyuKIuil (M. (1.2)) hyx(f; 8) m 4y5(f; 8) cupaBemanBo
(2.1), To MBI cKakeM, YTO Z — HPOM3BOJHAA OT ciaydailHol Qymrmuu X: Z ~
~ DX.

Hacrosmas pabora nocamieHa H3y4eHHIO cayvaiinbiX GyHKIUI ¢ HesaBHCH-
MBEIME IPHPAINeHUsIMA W WX IPOMBBOMHHEIX, COOTB. 3JIeMEHTaM TEOPHH CTOXAC-
THvecKuX JAudepeHnuaIbHEX ypPaBHEHUIl, T. . ypaBHEHMil, KOTOPbIe onpese-
JIAI0T TPOW3BOJHYIO OT HCKOMOW ciydaiHOH ¢(yHKIUH. BBoiATcs Tpu tmma
TaKkmX JAudgepeHNUaIbHBIX ypaBHeHWH: a) ypaBHeHma Buaa (4.1), korma
oIIpefiesIeHbl IIPSAMO 3aKOHBI paclpesielieHys IIPOM3BOJHOI; §) ypaBHEeHUsT BHIA
(3.3) unum (3.5) — ypasHenus ,,0e3 ommOKK'‘, KOT/la OIpPeNeICHbl 3aKOHBI Pac-
npeJielieRNs KOHEYHBIX pas3Hocrell (1.1) pemenus X; B) ypaBHeHHUA ,,¢c ommuOKO#H
— cM. (3.4) — Korja 3akKoHBl pacnpepesienus pasuocrein (1.1) ompepesiens
TOJIBKO ¢ TOYHOCTBIO O omMuOKY, KoTopas Bhlpaskaercs 4epesd (3.6). Ilpu srom
B KauecTBe HAYAILHOIO YCJIOBUs Beerja npepmosaraercs (3.1).

B § 4 mccmegyioress BOIPOCH CYIMIECTBOBAHUSI PEINGHYsI YPaBHEHWUIl, B 0CO-
* GeHHOCTU ypaBHeHuUil ,,c OmMmMOKOW‘‘; ATOT THI ypaBHEHWI ABISETCSA CAMbIM
HHTePecHEIM M3 TOJBKO UTO BBEJEHHEIX THIOB. 3/leCh TaKyKe YKa3BIBAETCS, UTO
BBeJleHHOe TmoHsTHe ommbKu Gosee obmmee, gem y II. Jlesm (cm. [2], crp. 43).
Ilocnexrmit maparpad coOmepsKUT IBa MPOCTHIX IpEMepa ypaBHEHMI ,,¢ omrmuG-
koil‘‘ m mx pemenmii. Bomee mompoGHas NHCKYCCHS BONPOCOB Pas3pemmmMOCTH
YpaBHEHWI OJHOTO cleluajbHOrO THIA pasBura B [8].
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